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PREFAZIONE 


La metrica generale di RIEMANN e una formula del CHRISTOFFEL 
costituiscono i presupposti del calcolo differenziale assoluto, il quale 
tuttavia fu concepito solo posteriormente quale organismo sistema- 
tico dal Ricci, e da lui corredato nel decennio 1887-1896 di tutti 
quegli eleganti e comprensivi algoritmi che ne assicurano l’agile 
adattamento a svariate questioni analitiche, geometriche e fisiche. 

Il Ricci stesso, in una memoria comparsa nel T. XVI del Bul- 
letin des Sciences Mathématiques (1892) fece una prima esposizione 
dei suoi metodi e ne diede qualche applicazione alla geometria dif- 
ferenziale e alla fisica matematica. Più tardi altre applicazioni inte- 
ressanti, fattene da lui e dai suoi scolari diretti, alla cerchia dei 
quali mi onoro di appartenere, consigliarono di raccogliere, in una 
esposizione sommaria, metodi, risultati e indicazioni bibliografiche.. 
Da ciò la memoria intitolata Méthodes de calcul différentiel absolu 
et leurs applications, che, per cortese invito del KLEIN, fu redatta 
in collaborazione dal Prof. RIccI e da me, e apparve nel volume 54 
dei Math. Ann. (1901). 

Un capitolo sui fondamenti del calcolo assoluto, con speciale 
riguardo alla trasformazione delle equazioni dinamiche, si trova nel 
volumetto del WRIGHT: Invariants of quadratic differential forms 
(Cambridge: University Press, 1908); del resto si può dire che, pur 
continuandosi, dopo il 1901, da un ristretto numero di studiosi ri- 
cerche speciali basate sull'impiego di quei metodi, l’attenzione ge- 
nerale vi fu richiamata soltanto dal grandioso rinnovamento ein- 
steiniano della filosofia naturale, che appunto nel calcolo differen- 
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ziale assoluto trovò i mezzi necessari per la formulazione matematica 
e per l’ulteriore sviluppo quantitativo. 

Nella celebre nota Zur allgemeinen Relativitàtstheorie (1) la sco- 
perta delletquazioni gravitazionali fu dall’EINsTEIN annunciata colle 
parole: «...sie bedeutet einen wahren Triumph der durch GaAuSS, 
RIEMANN, CHRISTOFFEL, Ricci... begriindeten Methode des allge- 
meinen Differentialkalculus ». 

In una memoria anteriore lo stesso EINSTEIN aveva fatto una 
“nuova esposizione di quegli elementi e di quelle formule di calcolo 
assoluto che più specificamente servivano ai suoi fini. Analogo cri- 
terio fu in seguito adottato dai più insigni trattatisti della relatività 
generale, in particolare dal WEyL (?), dal LAUE (*), dall’EDDINGTON (*), 
e dal BIRKHOFF (°), i quali apportarono cospicuo contributo di pen- 
siero e di sviluppi originali alle teorie fisiche, nonchè utili, eleganti 
complementi anche alle premesse di calcolo tensoriale. E lo stesso fe- 
cero — per citare, nella vasta letteratura, soltanto i libri che ho avuto 
occasione di consultare — CARMICHAEL (°), MARCOLONGO ("), KOPFF (°), 
BECQUEREL (°), mentre il DE DONDER (!°) ha evitato l’algoritmo del 
calcolo assoluto, ricorrendo alla teoria degli invarianti integrali. 

Recentemente fu dedicata al calcolo assoluto anche qualche 
opera d’insieme: ricorderò i volumi del JuvET (!*), del GALBRUN (??), 


(1) Sitzungsberichte der Preuss. Ak. der Wissenschaften, 11 novembre 1915, 
pp. 778-786. 

(2) Raum, Zeit, Materie (5% ediz.), Berlin: Springer, 1923, 

(8) Die Relativitàistheorie, B. II, Braunschweig: Vieweg, 1921. 

(4) The mathematical theory of relativity, Cambridge: University Press, 1923. 

(5) Relativity and modern physics, Cambridge (Mass.): Harvard University 
Press, 1923. 

(6) The theory of relativity (23 ediz.), New York: Wiley, 1920. 

(7) Relatività (22 ediz.), Messina: Principato, 1923. 

(8) I fondamenti della relatività einsteiniana (ediz. italiana con prefazione di G. 
ARMELLINI), Milano: Hoepli, 1923. 

(9) Le principe de relativité et la théorie de la gravitation, Paris: Gauthier-Vil- 
lars, 1923. ì J | ; 

(1°) La gravifique einsteinienne, ibidem, 1921. 

(11) Introduction au calcul tensoriél et au calcul différentiel absolu, Paris: Blan- 
chard, 1922. co : 

(12) Introduction géometrique à l’étude de la relativité, Paris: Gauthier- Villars, 1923 
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del MARAIS ('). Infine un calcolo non meno comprensivo, anzi più 
generale, fu, su nuovi criteri, ideato dallo SCHOUTEN, che ebbe tosto 
nello STRUIK (?) un fervido collaboratore. 

In tanta copia di eccellenti referenze una nuova elaborazione dei 
metodi del RIccI potrebbe apparire superflua: e lo è forse in linea 


. 


concettuale. 

Invero i perfezionamenti e le aggiunte rispetto allo schema del 
1901 (memoria dei Math. Annalen), che derivano sostanzialmente 
dalla nozione di parallelismo (*) e che in base ad essa, mi venne 
fatto di introdurre in due corsi tenuti all’Università di Roma negli 
anni scolastici 1920-1921, 1922-1923, finiscono col figurare tutti o 
quasi tutti, per indipendente iniziativa degli Autori citati, un po’ in 
questo, un po’ in quello dei loro libri. 

Così, per es., la definizione di tensore e alcuni accorgimenti al- 
gebrici intesi a semplificare le verificazioni materiali si trovano in 
WEYL, LAUE e MARAIS, i quali tutti, al pari dell’EDDINGTON, col-’ 
legano più o meno intimamente la derivazione covariante al pa- 
rallelismo. D'altra parte JUvET e GALBRUN offrono al Lettore uno 
studio approfondito di quest’ultimo. Comunque il collegamento al- 
l'impostazione algebrico-tensoriale e ai primi elementi di geometria 


(1) Introduction è la théorie de la relativité. Calcul différentiel absolu et géo- 
métrie, Paris: Gauthier-Villars, 1923. 

(2) Cfr. in particolare D. J. STRUIK, Grundziige der mehrdimensionalen Diffe- 
rentialgeometrie, Berlin: Springer, 1922, che contiene anche una copiosa e accurata 
bibliografia; nonchè illibro dello stesso ScHoUTEN, Der Ricci-Kalkul, testè pubbli- 
cato (1924) presso il medesimo editore. 

Accanto alla estensione dei metodi debbo qui segnalare (pur non avendo . 
potuto farlo in lezione) l’estensione della geometria oltre i confini, già sì larghi, 
tracciati da RIEMANN. Alludo alle speculazioni fisiche del WEYL.e dell’EDDINGTON, 
culminate recentemente in una ulteriore generalizzazione dello schema relativistico 
ad opera dello stesso EINSTEIN. La struttura spaziale in relazione al nuovo con- 
cetto del WEYL (connessione affine) fu oggetto di studi di questo Autore, già rac- 
colti in volume (Mathematische Analyse des Raumproblems, Berlin: Springer, 1923), 
di altre notevoli ricerche sistematiche del CARTAN e di numerose note concernenti 
problemi particolari dei signori BrrwALD, BLASCHKE, DIENES, EISENHART, 
KASNER, VEBLEN... i 

(*) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, fascicolo XLII, 1917, 
pp. 173-215.” 
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differenziale è sempre meno circostanziato e sistematico di quello che 
cercai di stabilire nelle mie lezioni. Perciò lo sviluppo ivi dato alla 
materia presenta una particolare compagine, e può apparirne oggi 
ancora giustificata la stampa. 

Il manoscritto fu redatto dal Dott. ENRICO PERSICO, su appunti 
di lezione, coordinati con intelligente solerzia. Grato a lui per il va- 
lido aiuto prestato in tal guisa, ringrazio altresì l’Editore, sig. STOCK 
(che fu pure tra i miei uditori), al cui incitamento ripetuto si deve la 
presente pubblicazione. 


Roma, Dicembre 1923. 
TULLIO LEVI-CIVITA, 








PARTE PRIMA 


Teorie introduttive 


CAPITOLO TI. 


Determinanti e matrici funzionali. 


$ 1. — LOCUZIONI GEOMETRICHE. — Avviene frequentemente in 
geometria analitica che relazioni algebriche di forma complicata 
traducano proprietà geometriche semplici, sì che, mentre quelle 
relazioni algebriche mal si prestano ad essere enunciate in parole, 
si può invece, usando il linguaggio della geometria, esprimere le equi- 
valenti relazioni geometriche in modo chiaro, conciso, ed accessi- 
bile all’intuizione; spesso poi le relazioni geometriche sono più facili 
a scoprire che non quelle analitiche corrispondenti, sì che il lin- 
guaggio geometrico fornisce non solo un espressivo mezzo di esposi- 
zione, ma anche un efficace strumento di ricerca. Si può quindi pre- 
vedere che sarà vantaggioso adottare denominazioni tolte alla geo- 
metria in svariate questioni di analisi. 

È fondamentale, sotto tale riguardo, la convenzione di chia- 
mare punto di una varietà astratta ad n dimensioni (n designando un 
intero positivo qualsiasi) una ennupla di valori attribuiti ad n va- 
riabili quali si vogliono «1, #2,..., en. Ciò costituisce un’ovvia esten- 
sione nominale della corrispondenza biunivoca che, nei casi di n = 2 
e n = 8, si può stabilire fra le coppie o terne di coordinate e i punti 
del piano o rispettivamente dello spazio. Si può così parlare anche 
nel caso di n variabili di campo di punti (anzichè di valori attribuiti 
alle x) e di intorno di un punto determinato x; (î=1, 2,..., n). 
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Se le x sono n funzioni «;(t) di una variabile reale t, quando ? varia 
con continuità fra due valori to e t:, si ha una successione sempli- 
cemente infinita di punti, il cui insieme si chiama (come per n = 2 
o n= 3) linea, e più precisamente arco 0 segmento di linea. 


$ 2. — DETERMINANTI FUNZIONALI E CAMBIAMENTI DI VARIA» 


che si considera: 


Us (21, da, ...3 Cn). 


Per semplificare la notazione, rappresenteremo talora con 
(senza alcun indice), non solo (come si fa sempre) una qualunque 
delle n variabili x1, ©3,..., Cn, ma anche (come si fa talvolta) il com- 
plesso da esse costituito, e così per altre lettere, che ricorreranno più 
innanzi. Con tale convenzione potremo scrivere le funzioni date 
sotto la forma abbreviata: 


Ui (a). 


Ricordiamo che si dice determinante funzionale 0 jacobiano delle « 
il determinante, di ordine n, formato con le derivate prime delle «, 
cioè 
dui du ò Ui 














\d xi Ò La bia d n 
da da dUz i 
D=dx da doni 
dun dun Ò Un 
dar dan dan 








Un tale determinante si indica talora con la notazione abbre- 
viata i 

Ui Ua... Un 

Xi Ca... Xn 


analoga a quella delle frazioni e delle sostituzioni (ove si faccia fun- 
gere da numeratore al complesso delle funzioni u e da denomina- 





sl 


tore al complesso delle variabili x). L’analogia del simbolo è giusti- 
ficata da analogia di proprietà, come apparisce considerando il 
modo di comportarsi di un determinante funzionale di fronte a un 
cambiamento di variabili. E, precisamente, si suppongano le « fun- 
zioni di altrettante variabili y, 


Xi = X1 (Y1, 603 Yn) , Î 
03 Ap a | [1] 
Xn = Xn (ya 9 DLL) Yn) , Ì 


e si supponga inoltre che queste equazioni rappresentino un’effet- 
tiva trasformazione, cioè definiscano anche le y come funzioni delle x 
(siano risolubili rispetto alle y). Se allora si risguardano le v come 
funzioni delle y (attraverso le x) e si forma il relativo determinante 


funzionale 
Del (i ad ci | 
Yi... Yn} . 


si trova, come vedremo al $ 4, che Di è uguale a D moltiplicato per 
il determinante delle [1], cioè per 


a=(2-0-2) 3 
Yi... Yn 

$ 3. — RICHIAMO DELLA PROPOSIZIONE FONDAMENTALE SULLE 
FUNZIONI IMPLICITE. — Prima di dimostrare questo teorema, ri- 


chiamiamo una proposizione fondamentale relativa alle funzioni 
implicite. È noto che una relazione (fra due variabili) del tipo 


f (2, y)=0 


è atta a definire la y in funzione della x, purchè soltanto siano soddi- 
sfatte convenienti condizioni qualitative ('). Una forma classica 
di tali condizioni (sufficienti ad assicurare la risolubilità) ‘è la 


(1) In questo concetto di risolubilità, si prescinde dalle eventuali difficoltà algo- 
ritmiche. 
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seguente. Sia °, y° un punto in cui la f si annulla mantenendosi 


continua in un suo intorno (superficiale) I. In I esiste la o diversa 
i y 

da. zero per x = x°, y= y°. Allora in un certo intorno (lineare) 
del valore x° resta definita una funzione continua y(x) tale che 
f [y(), a] è identicamente zero. Per le funzioni implicite di più 
variabili, vale il teorema seguente, che è una generalizzazione di 
quello ricordato testè. 

Siano date n equazioni fra altrettante variabili y e quante 
si vogliono variabili x: 


fi (y|a)=0 . (i=1,2,...,n). 


Esista un sistema di valori x°, y° che soddisfano queste equa- 
zioni; in un intorno di quel punto le f siano continue, assieme alle 
loro derivate, rapporto alle y, e il determinante 


void 

(n 0° ho) 

sia diverso da zero: allora le equazioni date definiscono, in un in- 
torno del sistema di valori x°, le y come funzioni delle x. Si vede 
da questo che il determinante funzionale di più funzioni di altret- 
tante variabili costituisce, sotto un certo punto di vista, la naturale 
generalizzazione della derivata di una funzione di una variabile. 


Tutto ciò risulterà in modo espressivo dalle applicazioni del para- 
grafo seguente. 


$ 4. — COMPORTAMENTO DI UN DETERMINANTE FUNZIONALE DI 
FRONTE A UN CAMBIAMENTO DI VARIABILI. — Cominciamo dalla 
condizione (sufficiente) di risolubilità delle [1]. Immaginiamole scritte 
sotto la forma i 


Di (Y1s <<< Un) — = 0 (i=1,2,..., N), 


e ammettiamo che esista almeno un sistema di valori per le y e 
le «, per cui sono soddisfatte (e le x;(y) sono continue assieme alle 
loro derivate); allora, per applicare il teorema precedente, dovremo 
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calcolare le derivate parziali dei primi membri rispetto alle y, e for- 
ò x; 


dY; 
e quindi la condizione di risolubilità rispetto alle y è 


marne il determinante: ma quelle derivate sono le (3=1,2,...,), 


Riprendiamo ora il teorema enunciato nel $ 2, e ammettiamo 
che sia A=|-0. Formiamo il prodotto dei due determinanti D e A, 
cioè (scambiando in A le righe con le colonne) dei due seguenti: 


























dui dU1 d Ua dr d%X2 dò dn 
dar das dan dj: dn dyi 
dua Ò Ua d Va dx: dra dn 
dar dea dan x |2ya 2% O dyal 
dUn dun Ò Un dx da dn 
dan das dan dyn dYn dYn 











Se facciamo il prodotto per righe, tenendo presente la nota re- 
gola, troviamo che l’elemento generico a,, del determinante prodotto 
è del tipo 


n 


du, dx; du, 
ù dx; dYs dY s 


1 








(ricordando la regola di derivazione delle funzioni composte). Dunque 
il prodotto è il determinante Di, come avevamo annunciato. Ciò 
si traduce nella formula 


tego Lai ia (2) 
Ci... n 1... Yn Y1 +0. Yn 

che costituisce appunto la giustificazione del simbolo adottato pei 
determinanti funzionali. 
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$ 5. — INDIPENDENZA: DIN FUNZIONI DI ALTRETTANTE VARIABILI. 
CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE. — Risulta da quanto pre- 
cede, che, se il determinante funzionale di n funzioni di altrettante 
variabili non è identicamente zero, questa proprietà si conserva 
anche quando alle primitive variabili se ne sostituiscono altre mediante 
la trasformazione [1] (con la clausol == 0), o, come si suol dire, 
questa proprietà è invariantiva. Pen ae la seguente 

Definizione. Si dice che n funzioni di n variabili sono 
indipendenti, quando il loro determinante funzionale non è identica- 
mente cero. i i | 

La ragione per cui questa proprietà si designa con la parola 
indipendenza, risulta dal seguente 

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perchè n fun- 
zioni u di altrettante variabili x non siano legate da Veche relazione 
(derivabile) ‘del tipo 

F (1, a, ..., un) =0,- [3] 


x 


involgente le sole u e non le a, è che il determinante funzionale non 
sia identicamente zero. 

Dimostreremo dapprima che la condizione è sufficiente; poi 
dimostreremo che è anche necessaria, ma limitandoci, per ora, ad 
un caso particolare: il teorema in tutta la sua generalità risulterà 
poi contenuto in un altro teorema, ancora più generale (cfr. $ 7). 

Supponiamo ‘che sia soddisfatta la condizione 


D=(# luo; [4] 
- \V1 ... Xn Î 

dimostreremo allora che non può esistere alcuna relazione del tipo 
[3] (beninteso, non identica; escludiamo cioè che la [3] sia soddisfatta 
prendendo le. v ‘arbitrariamente, nel qual caso essa. non rappresen- 
terebbe alcun legame fra le «). Difatti, se esistesse, derivandola ri- 


spetto a «,,..., %, Si avrebbero n equazioni 
n 
ò du, ; 
di I a (e e 
a dUa de; i 
6 1 4 Lia 
of 





lineari ed omogenee nelle ; ora, poichè f è per ipotesi una effet- 


i ; 
tiva funzione, queste derivate non sono tutte nulle, e allora le equa- 
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zioni ora scritte dovrebbero aver nullo il determinante dei coeffi- 
cienti, il quale è D, ciò che contraddice all’ipotesi. La condi- 
zione [4] è dunque sufficiente perchè non esista alcuna relazione del 
tipo [3]. . 

Per dimostrare che la condizione [4] è necessaria, faremo ve- 


x 


dere che, se essa non è soddisfatta, cioè se 


D=0, [5] 





i è 
le « sono legate da una relazione (almeno) del tipo [3]; ci limiteremo, 
per ora, al caso che fra i minori d’ordine n—1 del determinante D 
ve ne sia almeno uno non nullo. Questo sarà, in generale, del tipo 


D'-= (- Ugg +». "e, 

Co, Copa +++ do, 
dove pi, ..., Pn: € 1 ++ +3 In. Yappresentano due qualunque dispo- 
sizioni di n—1 indici, scelti senza ripetizione tra i numeri 1, 2,..., n. Ma 
poichè è indifferente l’ordine col quale si fanno corrispondere le x e 
le wai numeri 1,..., n, potremo, senza diminuire la generalità, sup- 


porre la designazione delle variabili fatta in modo che D' sia il minore 
formato dalle prime n — 1 righe ed n — 1 colonne; avremo dunque 


D' — (a se. mo i [6] 
Li 0. On 

Questa condizione esprime il fatto che fra le prime n—1 fun- 
zioni non passa alcuna relazione. 

Ora sappiamo, che se si eseguisce sulle x una trasformazione (ef- 
fettiva), dall’ipotesi [5] segue che è anche nullo il determinante 
delle rispetto alle nuove variabili g. Prendiamo queste legate alle 
x dalle seguenti relazioni: i 


‘Ya = Uta (01, +...) 


ia n (7) 
Ynr = Un, (C13 <+.; Cn), 


Yn = Tn. o. 


160 


Notiamo che queste formule definiscono ‘una effettiva trasfor- 
mazione, poichè il determinante funzionale delle y rispetto alle @ è 





di dui 
- da1 nai dna 
dUna dUn_a 
dai dna 


0 ae 0 


dui 


Ò Xn 


dUna 
Xn 


1 





che, sviluppato rispetto all’ultima linea, risulta uguale a D', per ipo- 


tesi non nullo. 


Consideriamo dunque le x come funzioni delle y: esse saranno, 


in virtù delle [7], 


vu = Y1 


Uni = Yn_1, 


Un = Un (Y1) .«., YUn_13 Yn). 


TL Alida ni puerto 
Î 


Jap xA 
ira Lele li Ji A + 1 0 0 
ni 000 


0 0 Rena A 


È dUn dUn dUn 
dY1 d Ya dYn=1 





| [8] 
| 


L 


Eb; Scriviamo che il determinante delle « rispetto alle y è zero; avremo 








0 
0 
Ea Dit 0. 
gr Ce8 
dun 
dYn 


Risulta dunque che l’ultima delle [8] non contiene y,; tenendo 
poi presenti le rimanenti [8], si vede che quella diviene 


Un = Un (Ul, +0.) Un_1) 


uit 


Dunque dalle ipotesi [6] e [5'] segue che esiste una relazione 
del tipo [3], e precisamente, che la w, è esprimibile mediante le ri- 
manenti vu; questa relazione è poi unica, perchè se ve ne fosse un’altra, 
eliminando fra di esse la w, si avrebbe una relazione fra le u1, ..., Un, 
il che, come si è osservato, è escluso dall’ipotesi [6]. 

$6. — MATRICI FUNZIONALI. DEFINIZIONE DELL’INDIPENDENZA 
DIM FUNZIONI DI N VARIABILI. — Passeremo ora a studiare il caso, più 
generale, in cui il numero m delle funzioni « non uguaglia quello n 
delle variabili @. Torna allora opportuno considerare la matrice fun- 
zionale delle assegnate funzioni, cioè la seguente matrice ad m righe 
e n colonne: 























dui dui dl 
dar dee dan 
pA par : 
og ili fo e e e E he 
!dUm dUm dUm | 
i dai dra i den 





Essa verrà nel seguito designata con la lettera M; è da rilevare 
però che al simbolo non è coordinato alcun valore numerico, e quindi 
la lettera M non rappresenta una quantità, ma una abbreviazione 
dello schema di cui parliamo. 

Ricordiamo anche che si dice caratteristica di una matrice il 
massimo ordine dei determinanti non nulli che se ne possono estrarre; 
la caratteristica non può evidentemente superare il più piccolo dei 
numeri delle righe e delle colonne. 

Diamo ora una definizione, che verrà giustificata nel $ seguente. 

Si dice che m funzioni di quante si vogliono variabili sono 
indipendenti, quando la caratteristica della loro matrice funzionale 
è m. Se ne deduce subito, che se il numero delle funzioni supera 
quello delle variabili, le funzioni non possono essere indipendenti; 
se poi i due numeri sono uguali, la definizione coincide con quella 
data precedentemente, poichè la matrice diviene un determinante 
d’ordine m, e l’essere la caratteristica m significa che questo deter- 
minante non è nullo. 


$ 7. — TEOREMA. — Date m funzioni u di quantesivogliono va- 
riabili x, se la caratteristica della loro matrice funzionale è k, tra le 
u passano m — k relazioni (e non più) non involgenti le x. Si dedurrà 


2 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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subito il corollario, che se le funzioni sono indipendenti (% = m), fra 
esse non passa alcuna relazione. Il teorema ora enunciato è stato 
da noi dimostrato ($ 5) nei casi particolari in cui il numero delle fun- 
zioni eguaglia quello delle variabili, e inoltre X = m, oppure X =m — 1; 
passiamo a dimostrarlo in generale, considerando successivamente 
vari casi, secondo lo schema seguente: 


\ 1) K=mf{(e quindi m< n), caso dell’indipendenza. 


Ù 2)k=%, 
(aa 2,)k<n. 


Caso 1); k = m. Questa ipotesi equivale a dire che esiste un 
mirore d’ordine m non nullo; ricordando l’osservazione fatta al $5, 
potremo supporre, senza diminuire la generalità, che sia 


U; ce. tn) -0 
Li 000 Cr 


Ti 


Possiamo dunque affermare ($ 5) che fra le « non esiste nes- 
suna relazione che non involga qualcuna delle x. 

Caso 2,); t<m, k = n. Esisterà dunque un minore d’ordine n, 
non nullo; ordiniamo gli indici delle « e delle x in modo che esso sia 
quello delle prime n linee ed n colonne, ed avremo 


Mostreremo ora che le Un+1, Un+2; ---; Um Sì possono esprimere 
mediante le rimanenti «, senza l’intervento delle x. Si avranno così 
m-—n(ossia m — k) relazioni fra le u. Difatti l’essere D =|= 0 ci autorizza 
a fare un cambiamento di variabili, prendendo come nuove va- 
riabili 


ui =U1 (21, ..., Cn), 


Uun=Un (21, ..., Xn). 


20, (E eu 


Risolvendo queste equazioni rispetto alle 2, e sostituendo le 
espressioni ottenute in %n41; ...) Um, avremo queste in funzione 
di 1, ..., Un, e così resta dimostrato l’asserto. 

Caso 2,); k<m, k<n. L'ipotesi è che esista un determinante 
d’ordine % non nullo, e che ogni determinante d’ordine superiore sia 
invece zero. Ordiniamo le « e le x in modo che sia 


D=(* NE? po. [9] 


Faremo vedere che una qualunque w, (con A=k+1,..., m) 
si può esprimere mediante la prime % funzioni , senza coinvolgere 
le x. A tal uopo, consideriamo il determinante 0 formato orlando D 
con la ‘a hesima e la siga k + jesima della matrice; poichè esso 
è di ordine % -+ 1, sarà per ipotesi nullo, cioè 


@=(0 0 Sade )=o. [10] 
Cr 00 Le Crt 


Ora, in virtù del teorema dimostrato a $ 5, da questa uguaglianza 
e dalla [9], si può concludere che «, è esprimibile mediante w1 ,.., %,, 
senza l’intervento di «1, ..., #,4x+1} cioè, (poichè nulla possiamo 
ancora dire sulle rimanenti x) 


Un=wP (Us. + Uk | Crt+ 231 00%) Cn) [11] 


Il nostro assunto sta ora nel dimostrare che in questa espres- 
sione le &,+2a, -.., %, effettivamente non entrano. Se n= % +1, 
non vi è luogo a considerare x+, ..., Xn, e quindi la [11] rap- 
presenta proprio la desiderata espressione di u, mediante le sole 
Ur, -..3 Ur. Se ciò non è, denotiamo con «; una generica delle 
®x+2) <<») n, e consideriamo il determinante ®', ottenuto da ® 
° sostituendo x,x+, con %,, 


Ur... UL 
0 — kh — 0 
LI 00 Ck CH) 


Esso è nullo, perchè è un minore di ordine X +1 estratto dalla 
matrice: ma se lo scriviamo per disteso e, badando alla [11], vi fac- 


ciamo alcune trasformazioni, ci sarà facile constatare che ciò porta 


red A 
per conseguenza l’annullarsi di 5; s onde se ne potrà concludere 
y 
che © non contiene . Difatti, rappresentando compendiosamente 
la matrice quadrata di quegli elementi di ®, che formano il determi- 


nante D, con la stessa lettera D, avremo 


dx; 


O' i | du, 7 
d%; 





du, dun du, 
dXi : » ; d%k da; 


alia 


Gli elementi dell’ultima riga sono dati, a norma della [11], da 


du, de È do du 


Perciò, se dall’ultima riga si sottraggono le rimanenti moltipli- 


l a ò Ò 3 , 
cate rispettivamente per La PRRORT SE (con che non si altera il valore 


Un dUX 
del determinante), l’ultima riga diviene 





- Y —. 


Poichè per ipotesi è D== 0, se ne conclude che 


ò 
E 0) 
da; ni 


il che dimostra l’asserto. 
Il teorema enunciato in principio di questo $ è così completa- 
mente dimostrato. Esso, applicato al caso particolare di m = n, 


coincide con quello enunciato nel $ 5, il quale pertanto resta ora sta- 
bilito senza restrizioni. 


CAPITOLO II. 


Sistemi di equazioni ai differenziali totali. 


$ 1. — PRELIMINARI, — Richiamiamo dapprima alcune nozioni 
risguardanti le espressioni differenziali. È noto che si dice differenziale 
totale di una funzione f(x:, €2, ..., %n) l’espressione. 


i 


da6: 


la quale uguaglia (a meno di infinitesimi di ordine superiore) l’incre- 
mento che subisce la f nel passaggio dal punto «1, €2;..., %n al punto 
infinitamente vicino x. + dx1,02+dx2, ..., In + den. 

Date n funzioni X; del posto (cioè delle x) che supporremo 
finite e continue assieme alle derivate prime, si dice espressione 
differenziale, 0 pfaffiano (dal nome del matematico Pfaff) l’espressione 


d roy Z; X; (21, Lay 003 Lu) dx; . [1] 
1 


Una tale espressione non è sempre un differenziale esatto, cioè 
non sempre esiste una funzione f(£1,%3,..., %n) di cui l’assegnato 
pfaffiano sia il differenziale totale; condizione necessaria e sufficiente 
perchè ciò abbia luogo, cioè perchè sia integrabile un’equazione del tipo 








5 
df= Xda, [2] 
; i i 
+ se a 
è che siano verificate le a condizioni seguenti  «h. .)-.rtan 
S.A CS ; 
dara (7,j3=1,2,...,n). [3] 


Se queste condizioni sono soddisfatte in un certo campo, il cal- 
colo integrale (') insegna a costruire la più generale funzione f avente 


(1) Cfr. per es. Dini, Lezioni di analisi infinitesimale, Vol. II (Pisa: Nistri, 1909), 
Cap. XVII, pag. 440. 
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la proprietà richiesta, cioè a integrare l’espressione differenziale data. 
Tutte le possibili determinazioni della f differiscono fra loro per una 
costante. Se ci si limita, come si fa di solito nelle trattazioni elemen- 
tari, all’aspetto locale della questione, considerando (non tutto il 
campo, ma) un intorno convenientemente limitato di un punto 
arbitrariamente prefissato x, ogni determinazione della f costituisce, 
nell’intorno, una funzione uniforme (cioè ad un valore, come tutte 
quelle da noi considerate) degli argomenti x1,%2,..., Cn. 

Vogliamo ora discutere un problema più generale di questo. Si 
abbiano m funzioni incognite u di n variabili indipendenti «, e fra 
i loro differenziali sia assegnato un sistema di relazioni atto a defi- 
nire le du mediante le da, sotto la forma 


« 


Ci i Aa, 44, MEA 
dua = x, La i(2|u) de (a=1,2,...,m), [4] 
x 1 
Yo Sua. raf 3) 


f 
dove le 3 donò n.m funzioni (finite e continue assieme alle loro 
derivate prime) assegnate ad arbitrio. . . 

Un gruppo di relazioni del tipo [4] si dice sistema di equazioni 
ai differenziali totali (*): la [2], evidentemente, non ne è che un caso 
particolare. Si può osservare che la [2] stessa equivale al sistema di 
n equazioni 


ò ; | ] 
VISA (i=1,2,...,7); [2] 
d%; 


e le [4] equivalgono analogamente al sistema di m . n equazioni 


dUa, Xa(e| 0) a=1,2,...,% La) 
—- = ;(aju l 
da Di i=1,2,..., : 


i 
(1) In tale sistema si presenta già fissato il gruppo delle variabili da risguardarsi 
indipendenti, Il prof. G. Riccr in un recente lavoro, ha invece considerato un sistema 


di Z equazioni del tipo 


n 
x, ars (2) de, = 0 (r=1,2,...,0), 
1 


stabilendo le condizioni affinchè le » variabili x possano considerarsi funzioni di un 
numero qualunque p (< n) di variabili indipendenti, e indicando il procedimento per 
la toluzione (PW. Atti del Reale Ist. Ven., t. XXXI, anno 1922-28, pp. 179-188). 

La teoria generale dei sistemi di Pfaff, coi perfezionamenti recenti, dovuti sopra 
tutto ai sig.ri von Weser, Cartan e Goursat, si trova esposta nelle belle Legons sur 
le problème de Pfaff di quest’ultimo autore (Paris: Hermann, 1922). 


05 
{ 
L’uno e l’altro sono problemi di equazioni a derivate parziali, 


e sono risolubili solo sotto determinate condizioni; ma se queste sono 
soddisfatte, vedremo che l’integrazione si riconduce a quella di equa- 
zioni differenziali ordinarie. 


$ 2. — CONDIZIONI NECESSARIE PER L’INTEGRABILITÀ. SISTEMI 
COMPLETI O ILLIMITATAMENTE INTEGRARILI. — Posto il problema - 
sotto la forma [4'], si vede subito che affinchè esistano soluzioni 
è necessario (per la simmetria delle derivate seconde delle u) che 
siano soddisfatte le condizioni 


dig fi’ 


ax {il ax {71%} = 1,2,...,M; 
dA al; A ( , 2, # RI 


dx; da; sg =1,2,..., 


Si è usato il simbolo di derivata totale per ricordare che, nel- 
l’effettuare la derivazione, si deve tener conto del fatto che anche 
gli argomenti v dipendono dalle x: si ha cioè 


m m 
Pep ili, GE - vento] ali t [6] 
dx; C; li dUg d&; d%; 3 dUg (84 - i 





Tenuto conto di questo, le [5] si presentano sotto forma di 
m alito relazioni del tipo 7 


dl 


F(c|u)=0. | [5'] 


Esse, come si vede, contengono in generale non solo le «, ma 
anche le v (al contrario ‘delle [3]); queste si debbono intendere sosti- 
tuite da quelle incognite funzioni delle x, che soddisfano il sistema 
proposto. Non è quindi possibile scrivere esplicitamente le condizioni 
di integrabilità, senza .conoscere precedentemente le soluzioni del 
sistema. Per l’equazione [2] ciò non si presentava, perchè le X, e 
quindi le loro derivate, non contenevano la funzione incognita. 

Ma può avvenire — ed è il caso più interessante — che le [5] 
non solo siano soddisfatte per quelle particolari « che risolvono il 
sistema, ma lo siano identicamente, cioè per qualsivoglia sistema 
di valori delle v e delle x. In tal caso, come vedremo, esse sono 


ngi di 


(PS, 
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condizioni non solo necessarie, ma anche sufficienti per l’integrabilità 
del sistema, il quale si dice allora iMlimitatamente integrabile, o 
completo. 


$3. — L’INTEGRAZIONE DI UN SISTEMA CHE NON SIA INCOMPA- 


.TIBILE, SI PUÒ SEMPRE RIDURRE A QUELLA DI UN SISTEMA ILLIMITA- 


TAMENTE INTEGRABILE. — Ora mostreremo DoS ogni qualvolta un 


‘.« Sistema di equazioni ai differenziali totali è integrabile (nel senso 


che esiste almeno un'ennupla di funzioni %,(®1,%2, ...,%a) che lo 
rendono soddisfatto), la sua integrazione si riduce a quella di un 
sistema completo; potremo così limitare in seguito le nostre con- 
siderazioni ai sistemi di quest’ultima specie. 

Le condizioni di integrabilità [5'] sono, come abbiamo detto, in 


n(n_—-1) 


numero di m , mentre le x sono in numero di m, cioè meno di 


quelle (per a» >2). In generale, quindi, non esistono m funzioni « che le 
soddisfino, e allora il sistema non può certo ammettere soluzioni. Se in- 
vece quelle condizioni sono compatibili potrà avvenire che ve ne siano 
m indipendenti, e allora vi è un solo sistema di valori, per le v, che 
le soddisfi e non resta che verificare se queste « verificano anche il 
sistema proposto; oppure che siano tutte identicamente soddisfatte 


-(e allora il sistema è completo); o infine, e sarà questo il caso più 


generale, che esse si riducano a un numero vm di equazioni com- 
patibili e indipendenti. In tal caso, da esse” sì possono ricavare, in 
termini finiti, v delle incognite, espresse mediante le x e le rima- 
nenti m —v= p. Ordinando convenientemente gli indici delle «, po- 
tremo supporre che le [5'] ci diano le ultime v funzioni , cioè posto 
u=Mm_v 


4 
Up 419 Upparrero Um 7 3, w (o) 
espresse mediante le x e le rimanenti « 
l 
Ur yUa, 03 U,, + si Wa 


Per maggiore chiarezza, designeremo con w, (a =1,2,..., wi) 


queste prime u funzioni w e con w' f = Up + f (B=1,2,...,v) le _ul- 
time v. Le [5'] potranno in conformità presentarsi sotto forma riso- 


x Aata, scrivendo 


us = fa (0|) (B=12,..0). 0 [I 


su DR 


Dopo ciò, si immaginerà scisso il sistema [4] in due gruppi di 
equazioni: uno Tornato dalle prime p 
LE i 


cà 


du, =ZTali (@ |.u) da, (a=1,2,...; 0); [4a] 
A : 
e l’altro dalle rimanenti v 
Pali Yg = Z La]: (0]u) da; (a=p+1,u+2,...,m=p+v). 
1 
A quest’ultimo, ponendovi a = p + f, attribuiremo la forma 


Suit To, 
du = E Tp pi (©| 0) dai (=1,2,...,v). 4g 


= 


I due membri, tenendo conto delle [5”] e delle [4,], divengono 

: in definitiva espressioni lineari nei differenziali da;, a coefficienti 

ì } che dipendono ‘unicamente dalle 2 © | e dalle U'. Dovendo i coefficienti 

le 4] si riducono in sostanza ad equazioni in termini finiti (in 
numero di ny) fra le w_e le 2. 

Se queste si riducono Hus ad identità, basta occuparsi del 
sistema [4,]), in cui le w” si devono riguardare sostituite mediante 
le loro espressioni [5°], sicchè si ha un sistema ai differenziali totali, 
della stessa forma. dell’originario [4], nelle sole «', in numero di 
u=m—v<m. L’essenziale è che, nell’eventualità considerata, il 
sistema [4,] così ridotto risulta senz’altro completo. Infatti esso 
consta di una parte dell’originario [4], cogli addizionali vincoli [5"] 
tra le «. Le condizioni di integrabilità dell’intero sistema [4] (dove 
a priori le u si trattavano come altrettante indeterminate) erano 
costituite dalle [5], 0, possiamo dire, dalle equivalenti {5'"]. Per il 
sistema [4,)] le alaloghe condizioni saranno costituite da parte delle 
{5"] (o loro combinazioni), coll’avvertenza che ogni u” va sostituita 
colla sua espressione fornita. dalle [5"] stesse. Ma così si ottengono 
manifestamente delle pure identità; perciò il sistema [40] è illimi- 
tatamente integrabile giusta l’asserto. / 

Se invece le [4,] danno luogo a effettive relazioni (in termini 
finiti) fra le u' e le x, dovremo associarle alle [4,] e trattare questo 
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sistema di equazioni fra p incognite (in parte ai differenziali totali 
e in parte in termini finiti) come già il sistema [4], [5]. 

Così procedendo, o incontreremo delle incompatibilità, e in 
tal caso dovremo concludere che il sistema proposto non ammette 
soluzioni; oppure constateremo che il problema si trova in definitiva 
ricondotto alla integrazione di un sistema completo (con un numero 


di incognite certamente minore di m), 
c.d. d. 


In seguito a queste considerazioni, rivolgeremo la nostra atten- 
zione esclusivamente ai sistemi illimitatamente integrabili. 


$4. — COVARIANTI BILINEARI. CONSEGUENTE ESPRESSIONE DELLA 
CONDIZIONE DI ILLIMITATA INTEGRABILITÀ. — La condizione di illi- 
mitata integrabilità è stata da noi espressa per mezzo delle [5], 
supposte verificate per valòri arbitrari delle « e delle x. Vogliamo 
ora presentarla sotto forma più compendiosa, 

Consideriamo all’uopo due diversi sistemi di incrementi infinite- 
simi dati alle x, che indicheremo con dx, e dx; rispettivamente: gli 
incrementi subiti in corrispondenza da una generica funzione « 
del posto (cioè delle x) si indicheranno in conformità con du e du 


rispettivamente, e le loro espressioni saranno 


du= Seng: 
<a da; n 
n ò 

Su= x, da. \ 
1 0% 


Ora, i dx sono infinitesimi arbitrari, su cui a priori possiamo 
fare quelle ipotesi che più ci piacciono: converremo di considerarli 
come funzioni (infinitesime) del posto. In tale accezione gli in- 
crementi di questi dx, corrispondenti agli incrementi dx, delle va- 
riabili, verranno naturalmente indicati con $dx; analogo signifi- 
cato avrà poi dèx. Quanto al du, anch’esso risulterà una funzione 
(infinitesima) del posto, e così c’è luogo a considerare il $du; in modo 
perfettamente analogo, verrà definito il dòu. Vogliamo adesso pro- 
curarei l’espressione esplicita di questi due differenziali secondi della u, 
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per far rilevare che basta limitare un poco l’arbitrarietà dei differen- 
ziali secondi -delle variabili indipendenti perchè risulti $du = ddu, 
qualunque sia la funzione . 

Intanto, operando sulla prima delle [7] la differenziazione col 
simbolo 8, si ha (senza alcuna ipotesi restrittiva) 


n j n 
ddu = x; ò (3) da, — x; i dda; 





1 xi 1 da; 
1 1 dada; 1 da; 


D'altra parte il dòu ha manifestamente un’espressione analoga, 
che si ottiene scambiando materialmente, nella formula precedente, d . 
con $. Ora, la prima parte della formula non si muta con tale 
scambio: nella seconda invece $dx, viene sostituito con 4d8x,. Se 
‘noi perciò imponiamo alle funzioni arbitrarie de e Sx del posto la 
condizione (abbastanza poco restrittiva) 


dda; = dda; (le 1;2 jan); [9] 


anche l’ultima sommatoria della [8] resterà immutata scambiando 
d con Î$, e si avrà quindi, per qualsiasi funzione « (21, @2,...,%n), 


dbu= ddu 10] 


Ricordiamo incidentalmente che nel calcolo differenziale si fa 
di solito una ipotesi assai più restrittiva della [9]: si conviene cioè 
che i differenziali secondi delle variabili indipendenti siano nulli, 
ossia che i dx siano non già funzioni del posto, ma costanti!» +. « 

Ora vogliamo considerare, accanto agli incrementi delle variabili 
indipendenti, anzichè una funzione coi suoi differenziali, un generico 
pîaffiano : 


Ya, = x, Xda. 
4 


in cui le X sono funzioni assegnate delle x. 
Abbiamo apposto l’indice 4, per mettere in evidenza che il 
pfaffiano si riferisce agli incrementi dx;, mentre lo stesso pfaffiano, 
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relativo agli incrementi 3x; rimane opportunamente contraddistinto 
dall’analoga notazione 


ds =; X; dx; . 


Tanto 4, che yy saranno, naturalmente, funzioni del posto. 
Calcolando in conformità èy, si ha: 


n n l n_ n dX, 
dba = 2, 93X: do +2, Xda; = x, x; va, (842: sala 
1 1 1 1° 


ovvero, come si usa scrivere più brevemente, quando più sommatorie, 
estese fra gli stessi limiti, vengono effettuate sullo stesso termine 


generale, i 
n dX n 
8 da = : de; dx; + Xi è da; . 
cu °%; i _ 


ds si otterrà scambiando d con è. Ove si tenga conto delle [9], la diffe- 
renza Sp, — db; si riduce a 


n n 
dX; did 
> =t da; dx; — > 37, da; . 


Ma sul valore di una sommatoria non ha evidentemente alcuna 
influenza il designare gli indici, rispetto a cui si somma, con una 0 
con altra lettera dell’alfabeto; perciò, nella seconda sommatoria della 
formula precedente, potremo scambiare fra loro gli indici è e j, il che 
ci permetterà di scrivere l'eguaglianza sotto la forma 


Sbh —dy -S as 50) È de; . [11] 


cisemanij ò xd ò Li 








All’espressione 3, — dys si dà il nome di covariante bilineare 
relativo all’assegnato pfaffiano: l’appellativo di bilineare è sufficien- 
temente giustificato dall’espressione testè scritta, che è lineare sia 
rispetto agli argomenti dx, sia rispetto agli argomenti $x. Quanto al 
nome covariante, esso è dovuto alla circostanza che il valore nume- 
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rico e la struttura formale dei due membri della [11] rimangono 
sempre gli stessi, quando si cambiano in modo qualunque le varia- 
bili indipendenti x. Ma su questo punto torneremo più innanzi (cfr. 
Cap. VI) in relazione alla nozione generale di enti (funzioni o forme 
differenziali) invarianti. 

Notiamo intanto che, se il pfaffiano Y, è un differenziale esatto, 
cioè se sono soddisfatte le [3], il secondo membro della [11] risulta 
nullo, e si ritrova un risultato già noto (v. formula [10]). 

Tutto ciò premesso, riprendiamo in esame il sistema [4], e le 
sue condizioni di illimitata integrabilità. Consideriamo gli m pfaffiani 
che costituiscono i secondi membri delle [4]: 


(a) i 
d, = Fail, 
n Ù 


e formiamone i covarianti bilineari. Dimostreremo che l’essere questi 
identicamente nulli (comunque siano scelti i de e Sx) è una con- 
dizione perfettamente equivalente all’essere le [5] verificate identi- 
camente per qualunque determinazione delle «, talchè la condizione 
di illimitata integrabilità potrà scriversi sotto la forma 


(a) (a) 
dp, dp, =0 L (a=1,2,...,m), [12] 
ren cone in 


con l’intesa che tale eguaglianza deve aver luogo per valori arbi- 
trari dei de e Sx (*). NO 

Infatti, scriviamo, a norma della [11], l’espressione esplicita 
di questi covarianti bilineari, tenendo presente però che nel fare 
le derivazioni le X debbono considerarsi funzioni delle x, e diretta- 
mente, e per il tramite delle u, onde le derivate dovranno indicarsi, 
secondo la convenzione già fatta, col simbolo di derivata totale; la 
[12] diverrà dunque 


lar di 

) | ala n) am de) 0. 1121 
ij da; dx; 

1 


(1) In verità ai differenziali sesondi èdx; abbiamo imposto le restrizioni [8], ma 
queste lasciano ancora perfettamente arbitrari gli incrementi inflnitesimi dx;,èx; da 
attribuire alle x; nel posto (generico) che si considera. 
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Ora, se sono soddisfatte le condizioni di illimitata integrabilità 
5], i coefficienti di questa forma bilineare (cioè le espressioni in 
parentesi) sono tutti nulli, e quindi l’eguaglianza è soddisfatta co- 
munque si prendano i dx e i èx. Viceversa, supponiamo che quest’ul- 
tima circostanza abbia luogo; - allora dovranno necessariamente 
essere nulli tutti i coefficienti: per vederlo basterebbe prendere tutti 
i da, $x nulli, salvo una coppia, p. es. dx,, dx; (dove è e j sono due 
indici scelti fra 1,2,..., n, arbitrari, ma ben ‘determinati); allora, 
nella [12'] la sommatoria si ridurrebbe al solo termine 


dX dX 
(e ale da; de; 
dx; da; 
il quale non potrebbe esser nullo se non fosse 
dX, dX ai dX |, =ui 
da; da, 


Si può dunque concludere che le condizioni [5] possono compendiarsi 
nella [12]. 


$ 5. — METODO DI INTEGRAZIONE DEL MORERA ('). — Dimostreremo 
ora che le condizioni di illimitata integrabilità sono sufficienti per 
l’integrabilità, più precisamente che, se esse sono soddisfatte, esiste 
una (e una sola) emmupla -di funzioni (x) che soddisfa il sistema 
di equazioni proposto, e assume valori arbitrariamente prefissati in 
un punto pure prefissato. Risguardando (come è evidentemente il 
caso) questi valori iniziali delle « quali costanti arbitrarie, si potrà 
dire in forma più sbrigativa che l’integrale generale dipende da m 
costanti arbitrarie, oppure che esistono co” integrali, 

Per la dimostrazione, cominciamo appunto col fissare a piaci- 
mento, nel campo di variabilità delle «, in cui sono SEE le 
X, un punto generico, Py (CONICA .,%,). Sia poi Pi (2, sax) 
un altro punto arbitrario nel campo, e immaginiamolo si: a Po 
mediante una linea 7, la quale non esca mai da quel campo. 

Essa sarà definita mediante equazioni parametriche 


2; = VP (1) i (i=1,2,..., n) (13] 


(1) Zur Integration der vollstindigen Differentiale, Math. Ann,, B. 27, 1886, pp.403-411. 
Cfr. altresì Severi, Sul metodo di Mayer per l'integrazione delle equazioni lineari ai 
differenziali totali, Arti del R. Tst. Veneto, T. LXIX, 1910, pp. 419-425. 





gra 
dove t è un parametro che assume il valore to in P\ e il valore tin P.. 
Limiteremo provvisoriamente il nostro studio ai punti di questa linea, 
cosicchè le eventuali funzioni del posto w saranno, per ora, da con- 
siderarsi quali funzioni della sola variabile t (pel tramite delle x 
e delle [13]). Le loro derivate saranno 


n 


du, x du, de; 
ve vi; di (a=1,2,...,M), 


1 








ovvero indicando con un punto la derivazione rispetto a 1, e ba- 
dando alle [4], 


n 


du, . 





1 n° + 
o anche Lg ” 
du yi 
al “a (a=1,2,...,m). [14], 


Le x, sono funzioni conosciute dit a norma delle [13]; quindi 
queste equazioni sono del tipo 


da 


di = U, (t| wa, 02, ..., Um) (a = 1, 2, r a M), [14"] 
he 


v 

cioè formano un sistema di equazioni differenziali ordinarie, in 
forma normale. È noto dal calcolo come (sotto limitazioni qualita- 
tive di continuità e derivabilità, che qui supponiamo senz’altro sod- 
disfatte), assegnate ad arbitrio m costanti u', u;, ...,u , esistono m fun- 
zioni «, (t) che soddisfano quel sistema, e che, per t = f., assumono 
quei valori: dati dunque ad arbitrio i valori delle « in P., queste 
restano definite lungo tutta la linea 7, e quindi anche in P,. Potrà 
darsi però (e, in generale, così avviene) che, se i punti P. e P. si 
congiungono con un’altra linea, invece che con’ 7, si trovino, per 
le « in P., dei valori diversi. Ma ora dimostreremo che, se sono 
soddisfatte le condizioni di illimitata integrabilità, il valore delle « 
in P., trovato col metodo ora descritto, è indipendente dalla linea 7, 
sicchè queste « saranno funzioni solo delle coordinate di P., ossia 
funzioni del posto: esse soddisferanno il sistema di equazioni pro- 


3. 1. Levi-Civita, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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posto non solo lungo una linea, ma lungo tutte le infinite linee che 
si possono tracciare nel campo dato, ossia in tutto questo campo: 
e costituiranno quindi, come verificheremo ulteriormente, proprio le 
richieste soluzioni del sistema ai differenziali totali [4]. 

Faciliteremo il nostro compito ricorrendo a considerazioni infi- 
nitesimali, cioè facendo intanto vedere che i valori delle « in Pi 
non variano, se la linea 7 si deforma infinitamente poco: ne verrà 
di conseguenza che essi saranno gli stessi, per qualunque linea che 
si possa ottenere da 7 con una successione di deformazioni infinite- 
sime, cioè con una deformazione continua della 7; se supponiamo poi 
che il campo sia tale che ogni linea congiungente P. con Pi possa 
ottenersi in tal modo, non ci sarà altro da aggiungere. Campi siffatti 
(quali ad es. un triangolo o un cerchio nel piano, un cubo 0 una 
sfera nello spazio) si dicono semplicemente connessi. 

Consideriamo dunque una linea 7'infinitamente prossima a 7: 
possiamo pensarla ottenuta trasportando ciascun punto P della 7, 
di coordinate x, in un punto P' di coordinate x, + $x;, e gli incrementi 
infinitesimi $x;, potremo per es. assumerli sotto la forma ey,, essendo 
ogni y; una quantità finita variabile da punto a punto della curva (e 
quindi funzione di t) e e un fattore infinitesimo (costante, cioè) indi- 
pendente da t. Con tali determinazioni le equazioni parametriche 
della curva 7’ saranno 


XL + dx; = i; (0) +e Xi (t) A [15] 


Le funzioni y; si possono risguardare arbitrarie, salvo la condi- 
zione di annullarsi per t=t e per t=t:, affinchè le linee 7 e 7" 
abbiano gli stessi estremi. Indicheremo — come è naturale — con 
l'operatore è l'incremento che subisce una generica quantità (scalare 
o vettoriale) nel passaggio dal punto P di 7 al punto corrispon- 
dente P' di T”. 

Ciò premesso, immaginiamo integrate le [14] lungo T':avremo delle 
funzioni di t,v, + Sw, , soddisfacenti le equazioni 





d 1 OG) 
È. (0a +30) = 7 (4 +34) (@=1,2,...,m); 
ossia. 
ddu 1 (8) 
0 Sa 3 7 
dt 51 ta } 
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sfruttando l’ipotesi [12], esprimente la illimitata integrabilità, pos- 
siamo anche scrivere 


116] 





Dal teorema di esistenza degli integrali dei sistemi differenziali 
ordinari (già richiamato a proposito delle [12']) segue che le 3, sono 
determinate univocamente da queste condizioni e da quella di annul- 
larsi in P»: ora, queste equazioni [16] sono evidentemente soddisfatte 


prendendo fe pera Mic ASL ai 6} 
(ra 


(cioè assumendo per le du, le espressioni loro spettanti nel caso che 
le « siano effettivamente funzioni .del posto): tali espressioni si 
annullano dove si annullano le dz, cioè in Po — e con ciò verificano 

© la condizione iniziale che, associata alle [16], le individua univoca- 
mente — nonchè in P., il che dimostra ciò che si voleva. 

Resta così provato che per costruire lé iaia ui cui differen- 


ziali totali sono gli assegnati pfaffiani y° (soddisfacenti identica- 


mente la [12] ovvero le originarie [5]) e che in un punto dato P. assu- 


ii mono dati valori ui, , basta congiungere P. con il punto generico P, 


|' mediante una linea RA T, e integrare lungo 7 il sistema di 


l'eguazioni differenziali ordinarie [14]. 
Per essere completi, conviene ora far vedere che le funzioni 
delle coordinate di P,, che così si ottengono, hanno effettivamente 


per differenziali i g°. Consideriamo infatti un punto P» infinita- 


mente vicino a Pi, e, per costruire i valori delle u in P», utilizziamo 
la spezzata formata da 7, e dal segmentino P; Pa. È evidente allora 


che eseguendo l’integrazione delle [14] lungo questa linea si ha, nel 


passaggio da Pi a P., l'incremento du, = 0 


nn comi anzi È 
$ 6. — CENNO SUL METODO DI MAYER. — Il metodo, seguito nel $ 


precedente, per dimostrare l’esistenza degli integrali di un sistema 
ai differenziali totali completo, è dovuto al Morera. 


A) Udo 


cl Ya 


Una: 


yi 


LA LÌ 
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Prima di esso era stato proposto dal Mayer un altro metodo, 
assai meno luminoso, che pareva dominato da un artificio pura- 
mente formale. Il metodo di Morera, guidato da un’intuizione geome- 
trica, lascia. scorgere l’intima ragione del successo dell’artificio del 
Mayer, e permette di indicarne il criterio in due parole. 

Questo consiste nel congiungere i punti P, e P. con un segmento 
di retta, anzichè con una linea qualunque 7) cioè nell'attribuire alle [13] 
la forma ° 


m= + (2 — 2) I (€. =1,2;3050#)5 


si sostituiscono poi verificazioni puramente algoritmiche alle consi- 
derazioni testè svolte quasi senza calcolo. Inoltre, mentre per appli- 
care il metodo di Morera basta supporre che il campo in cui sono 
valide le equazioni date sia semplicemente connesso, per l’altro è 
evidentemente necessaria una ipotesi più restrittiva: che cioè due 
punti qualunque del campo si possano congiungere mediante una 
retta, senza uscire dal campo medesimo, ‘il che si esprime dicendo, 


d Ò # 0. i 
che questo è convesso. [ * 
$ 7. — APPLICAZIONE. — Sia dato un generico pfaffiano 


g= 3, Xi(0) da: 
n 


domandiamoci se è possibile stabilire fra le x una relazione del tipo 
» f(%1, %2,..., En) =C (C costante), (18; 
che sia integrale della equazione 


pae Xda, =0, 19] 
1 


nel senso che la relazione proveniente dalla differenziazione della [18], 


i n 
ò, , 
=) Tao, 118) 
de” 


sia equivalente alla [19]. 


« 
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All’uopo è manifestamente necessario e basta che le derivate 
dell’incognita funzione f risultino proporzionali alle assegnate fun- 
zioni X,. i 

Si tratta pertanto di riconoscere sulle X, stesse, quando si dà 
la circostanza particolare che siano proporzionali alle derivate di 
una medesima funzione a priori indeterminata. 

Questo problema, che si presenta anche in questioni geometriche 
(come vedremo in particolare nel Cap. X), si riconduce subito a un 
caso particolare di sistema ai differenziali totali. Infatti, supponiamo, 
come è sempre lecito, dato che Y non si annulla identicamente e ha 
quindi almeno uno dei suoi coefficienti diverso da zero, che Xn non 
sia identicamente nullo: potremo allora scrivere la [19] sotto la forma 


n_1 
d so 19 
pe n Tn ce 119] 
1 


»_ Per la supposta equivalenza colla [18'] dovrà essere in questa 
d 
; i =|= 0, il che assicura che l’equazione in termini finiti [18] è atta 
dn . 
a definire una funzione 


Cn =U(V1,M02,...3%n-130), [18"] 
dn t; . S & * 
la quale rende identicamente verificata la [18] stessa, e per conse- 


guenza anche la [18'], nonchè le equivalenti [19] e [19°]. Quest’ul- 


tima, che rientra manifestamente nei sistemi di tipo [4] con una 
sola equazione e una sola funzione incognita x, deve in conformità 
risultare illimitatamente integrabile, ammettendo l’integrale [18"] 
che dipende dalla costante arbitraria C. Reciprocamente l’illimitata 
integrabilità della [19'] assicura l’esistenza di una soluzione [18”] di- 
pendente da una costante arbitraria C, e quindi, risolvendo rispetto 
a C, di una relazione integrale della voluta forma [18]. Tutto si riduce 
pertanto ad esprimere che la [19'] è illimitata&mente integrabile. 

Le condizioni di illimitata integrabilità della [19'] sono, confor- 
memente alla. [5], 


ee 


(i,.j=1,2,...,n—1;i=bj 
de; Xn da; Xn in >j), 
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. relazioni che, sviluppando le derivate, si mettono facilmente sotto 


la forma seguente 
x(3e 2) lo | 
dx; d%n > (20) 


ae 
da; dx; 
(i;j=1,2,.ja1;4=b)): 


d%n da; 


Introduciamo per un momento l’ipotesi restrittiva che, al pari 
di X,, anche tutte le altre funzioni X siano diverse da zero. Potremo 


allora porre senza riserve i. .i.di i. N. XX] 


Ù 





(r,8=1,2,...,n) [21] 


1 703X. ‘dI, 
Prs | Tac 


 X.,X,\da, da, 


e presentare le condizioni di integrabilità sotto la forma più com- 
prensiva 


Piz + Pin + Pni = 0 (î;j=1,2,...,n—-1;i==j). [22] 


(n—-1)(n—2) 

2 a 
bili coppie di indici distinti è e j, essendo fisso n. Esse rappresen- 
tano tutte le condizioni di integrabilità; siccome però la scelta della 
variabile x, come funzione delle rimanenti « era arbitraria (sog- 
getta solo alla condizione Xn=|= 0), così dovranno esser verificate, 
. più in generale, le relazioni 


Le [22] sono in numero di , cioè quante le possi- 


Pij + Pin + Pri = 0 , [22] 


dove i, j, X sono tre indici qualunque, diversi fra loro, scelti fra 
(n_1) (n_2) 

6 di 
tante sono quindi le [22']: si capisce però che esse non possono esser 
tutte indipendenti dal momento che bastano le [22] (che sono sol- 
tanto una parte delle [22']) ad assicurare la illimitata integrabilità. 
Effettivamente è facile mostrare per via diretta che delle [22°] 
soltanto seni (a=2) , per es. le [22], sono essenziali, le altre 
riducendosi a conseguenze algebriche di quelle. . 





1,2,..., n. Le terne è, j, % sono in numero di 
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Ciò si desume dal seguente lemma, valido qualunque sia il 

significato delle p,x. Se pu (i, k=1,2,...,) è un sistema doppio 

emisimmetrico (*), e se, a designando un indice fisso, per ogni coppia i, k, 
vale la relazione ciclica 


Din + Pra + Pai = 0» 


questa sussiste pure per una terna qualsiasi î, k, 1. Basta associare 
alla relazione precedente le due analoghe, relative alle coppie 
k, I, ed I, î, cioè | 

Pat + Pia + Pak = 0 è 


Pri + Pia t Pa =0 è 
e sommare membro a membro. Attesa l’emisimmetria, 


Pra + Pak 0, ecce., 
e rimane 


Pin + Par + Pu =, 
c. d. d. 
Tenute presenti le espressioni [21] delle p, le [22°], ridotte a 
forma intera, cioè moltiplicate per X; X;Y,, danno luogo alle equa- 
zioni di condizione 


d0X,; d0X l Ò ; \ 
x da a) Lx, Sira Le LA e) =0 
0%, da; “\da; d®x da; dx: 

















/ 


. [23] 
(in ASL 


Queste si presentano così come conseguenza riecessaria di una 
loro parte, quella in cui uno degli indici è fisso — diciamo 
delle [20] — sotto la limitazione (sfruttata nelle precedenti tra- 
sformazioni, dividendo per prodotti di X) che siano diverse da zero 
tutte le X. Tale limitazione è però inessenziale, e può in definitiva 
essere tolta, ragionando come segue. Essendosi riconosciuto che le [23] 
sono conseguenza necessaria delle [20] per determinazioni non nulle, 


(1) Cioè un sistema di numeri corrispondenti biunivocamente, con legge deter- 
minata, alle coppie di numeri interi #, % (= 1,2,..., #); inoltre tale, che per qualun- 
que coppia di indici sia pix = — pri. V. pag. 79. 
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ma comunque piccole, delle X, è lecito, data la forma intera di queste 
equazioni (nelle X e loro derivate), passare al limite quando qual- 
cuna delle X converge allo zero. Si può pertanto ritenere che le [23] 
— o anche soltanto una parte di esse del tipo [20] — costituiscono 
le condizioni necessarie e sufficienti per l’illimitata integrabilità delle 
[19], ossia affinchè le n funzioni X; (&1, %2, ..., €n) siano proporzio- 
nali alle derivate di una medesima funzione. 


$ 8. — SIstEMI MISTI. — In certi problemi si presentano dei 
sistemi misti, cioè formati da equazioni ai differenziali totali, e da 
equazioni in termini finiti; 


n 

du, = x, La|i di (a=1,2,..., m), [4] 
1 

FP, (e|u)=0 (k=-1,2,...,v). [24] 


La discussione è concettualmente identica a quella svolta nel $3. 
Vogliamo tuttavia riprenderla, onde indicare, sotto una forma comoda 
pei casi concreti, le condizioni sotto cui un sistema misto del tipo [4], 
[24] è illimitatamente integrabile. 

È evidente in primo luogo che, affinchè esistano soluzioni, è 
necessario che le equazioni [24] (che supporremo compatibili e indi- 
pendenti) siano in numero non superiore a m (numero delle inco- 
gnite u) Se poi esse fossero proprio m, ne resterebbero completamente 
determinate le «, e non ci sarebbe che da verificare se queste soddi- 
sfano le equazioni [4]. Supporremo dunque 


VvZM, 


e immagineremo le [24] risolte rispetto a v delle «, le quali per- 
tanto saranno espresse mediante le x e le rimanenti u = m—v 
incognite . . vo * 

Come al $ 3, chiameremo i due gruppi di rispettivamente 
ug (B=1,2,...,v) e Wa (x=1,2,...,4), talchè le 124] potranno 
scriversi (come già le [5/]) ni 


wu" =fs(elw) . (8 di 1,2,4..,v). . [24 


Se i re 


Corrispondentemente a questa divisione delle vin due gruppi 
conviene, come già si notò al $ 3, scindere anche le [4] nei due ‘gruppi 
[4.] e [4,] che qui riscriviamo per comodo del lettore: 


n 
du', = X,Xa|; da (a=1,2,...,b), [4.] 
1 
" ka 
du'g= Z,Xy 4g (e|u) da; (B=1,2,...,v). [4] 


Tutto ciò premesso, ci proponiamo di far vedere che il nostro 
sistema misto risulta illimitatamente integrabile — e si dirà completo 
— se sono soddisfatte le condizioni seguenti: i 

a) le condizioni [5] di illimitata integrabilità delle [4] sono 
soddisfatte (non — in generale — prendendo per le w delle funzioni 
qualunque, ma) allorquando (a derivazione eseguita) si introducono 
per le «' i loro valori [24']; 

b) le equazioni [4,], quando in esse per le wu” si sostituiscano 
le espressioni [24'], coincidono con quelle che si otterrebbero differen- 
ziando le [24"] stesse: più comprensivamente, le [4,] si riducono ad 
identità, quando si tien conto delle [24']. 

Dimostreremo che, se il sistema misto è completo, nel senso 
ora dichiarato, le equazioni [4,], ove in esse si esprimano le wu” per le 
u' e le x mediante le [24'], costituiscono un sistema (di u equazioni 
ai differenziali totali, in y incognite) iMlimitatamente integrabile: se ne 
potranno quindi ricavare le u', e poi, per mezzo delle [24'], le vu’; per 
l’ipotesi d) rimarranno così soddisfatte anche le [4,], e quindi il pro- 
blema sarà risolto e él suo integrale generale dipenderà (cfr. $ 5) da 
u=M —vcostanti arbitrarie. 

Per dare alle formule maggiore chiarezza, conveniamo che, se 


® (2), u") 
è una funzione qualunque delle x e delle , 


[O] (2 | w) 
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denoti la stessa funzione, ove le v” siano sostituite dalle espres- 
sioni [16]. Sarà evidentemente 


ni 3 | cai 





=1,2,....n) (28) 


+ TE) Was 
da; da; ;? du D) da; 
dò [D] 2. v | | dg 
"es lie (1=1,2,..., 4). [26] 
dui, dui, 1° |du 8 dU, 1% ’ 


Con la convenzione ora adottata, le ipotesi a) e d) si scrivono 





rispettivamente 
Tali 5 dX ali ° X (0Xa]j +5 dX al; X 
de; ij Pia du) | si 0a | dx; Ri dU) Va 


Bee 127 
iz) \ 


= 59) | 
(Tse) = + dui, | (B=1,2,...;v). [28] 


Car Dobbiamo dunque prendere in esame le condizioni di illimitata 
| Aa banizotedy integrabilità delle [4,]), che saranno 


UO ped 


O È f ù da; da; 
vi muri pri (ona 

-e dobbiamo dimostrare che esse sono identicamente soddisfatte. N 
VASI va #£"Trasformiamo il primo membro, esplicitando in primo luogo 


ee: i alX.,;l  dl[Xal; % 
sr I Sl (a=1,2,..b), [29] 
4 o 


SS) 


l'operatore LA applicato ad una funzione delle x e delle w’. Avremo 
Mali 


ossia, per le [25] e [26], 


dX ali % IX fi p dX ali lA 0X a 0) 
feta flt effe 
dl ? Yo 


da; du'' 


dX,.; mi dXa|i pini dx; Ig 
| 2; Z, du, | Watt%, du” Li 3 1a ri: 
Vie: 








nni 








e infine, per la [28], _ 











| #8 [DX Xa _ 
“a |P rid +3, a |e + 


Se ora si tien conto che gli m argomenti v risultano dai due gruppi 
u' ed u”, si riconosce immediatamente che questo non è che il primo 
membro delle [27]. Scambiando i con j si identificherebbe il secondo 
membro di [29] con quello di [27]: si vede così che le [29] sono sod- 
disfatte identicamente. 

Dunque: l’integrazione di un sistema misto COMPLETO del tipo 
[41], [24], sè riduce a quella di un sistema ai differenziali totali, com- 
PLETO (e quindi integrabile) in u incognite. L’integrale generale contiene 
quindi wu = m- v costanti arbitrarie. 

Se il sistema misto non è completo, cioè se le condizioni a) e db) 
non sono senz'altro soddisfatte, la discussione, condotta come al $ 3, 
mostra ovviamente che (dovendo sussistere le [12] ogni qualvolta 


esiste un’emmupla di integrali «,) bisogna aggiungere alle [24] quelle * >» ‘a a 
tra le condizioni a) e È) che non si riducono ad identità in virtù(a Je): 
delle [24] stesse. Ripetendo poi il medesimo procedimento, si arriva. 


o a constatare delle incompatibilità e quindi ad escludere che il 
sistema [4], [24] comporti soluzioni, oppure ad un sistema completo 
con meno di p incognite. In tal caso è pure <w il numero di 
costanti da cui dipende l’integrale generale. 

Da quanto precede si ricava in particolare che l’aggiunta di v 
equazioni (indipendenti) in termini finiti ad un sistema ai differen- 
-ziali totali [4] fra m funzioni wu, per sè stesso completo, ha, nella 
migliore ipotesi (cioè quando il sistema complessivo risulta anche 





‘ pa 
Le, IRA 
È Er Lan "eggs 
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esso completo) la conseguenza di abbassare di v unità il numero 
delle costanti da cui dipende l’integrale, riducendolo da m a 
mV. 

In generale (cioè quando il sistema misto non riesce com- 


pleto), gli integrali, se pure esistono, contengono certo meno di m — y 
costanti. 


CAPITOLO III. 


Equazioni lineari a derivate parziali. Sistemi completi. 


$ 1. - OPERATORI LINEARI. — In questo capitolo denoteremo 
spesso con N il numero delle variabili indipendenti, e queste con 
Z13 0009 N . 
Sia f(21,...,&y)una funzione qualunque purchè derivabile quante 


volte occorre. Chiamasi operatore lineare relativo alla f l’operazione 
con cui da f si ottiene una espressione del tipo 


dove le a, sono funzioni qualunque delle e; tale espressione si indica 
talora con una scrittura del tipo 


a. 


con che A — è superfluo quasi il notarlo — non è una quantità, ma 
un simbolo dell’operazione testè definita. 
Ciò si rende espressivo scrivendo 


Vv 


Si verifica immediatamente che il simbolo di operatore lineare, 
nel caso che la f sia una somma, o un prodotto, o una funzione 
composta, si comporta come il simbolo di derivazione: sussistono cioè, 
per due generiche funzioni fi, fa, le identità 


AG+f)=Af+4fa, La) 
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A (fifa) =fi Afa + fa Afi, (2) 


colle loro ovvie estensioni a un numero qualunque di addendi o di 
fattori. Inoltre, se f dipende dalle variabili 2 pel tramite di un certo 
numero n di argomenti %1,%2,..., n, si ha manifestamente 


ò 








È) Ò 
Af(V1)02,..., 0a) = dal 07 ISIORIORE 
Va 


dvi È) dn 


I dba: BI 


Consideriamo ora l'applicazione successiva di due operatori 
lineari 


le b designando, al pari delle a, funzioni delle 2 derivabili quanto 
occorre. 


Restano allora definiti gli operatori (del secondo ordine) 
A(Bf), B(Af) 
che si possono anche scrivere, senza equivoco, 
ABf , BAf. 
Rendendo esplicito il primo, avremo successivamente 


N N 


ABf = 4 4, 
n V 


N 


t A = ars Ab, + . @y b, =" 3 
> S dz, dz, È d%0 sa dà) d% 


1 1 


M w 
ò Bf ) of’ db, df 
Di 
dz _\ : EIA de, carini d2) de 


» 
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Analogamente (scambiando A con B, e quindi a con bd): 


D) } d? 
Pi a. b. — ‘a 
BAf i dzo Ba, + i ve do y dev È dep 


Di qui apparisce che i due operatori A Bfe BAfnon sono uguali: però 
la parte del secondo ordine è la stessa, come si vede scambiando fra loro 
gli indici y e p in una delle due sommatorie doppie. Segue da ciò che la 
differenza dei due operatori di cui parliamo è un operatore lineare del 
primo ordine: esso si chiama funzione alternata o parentesi di Poisson 
relativa ai due operatori A e B, e si indica col simbolo operativo (A, B), 
talchè 


d 
(A,B)f= ABf- BA{ = 7 (Aby— Bay) ili ; (4; 
DEAN) : 
Dalla definizione stessa risulta 
(A ,B) f=—-(B,A)f. 5} 


Stabiliremo ora una proprietà formale degli operatori lineari, di 
cui ci serviremo più avanti. 
Abbiansi n operatori lineari 


n 
NO d f 

A,f = ) senvba (kK=1,2,...,n), 
1 


e si formino con essi due qualunque combinazioni lineari (che saranno 
pure operatori lineari) ” 


Bf = Za da A,f, 
Cf = Zn Ha Ant 


le X e le y essendo funzioni (derivabili) qualisivogliono . delle variabili 
indipendenti 2. 


Prati mat SR RR RE TR en 
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Si tratta di far vedere che la funzione alternata (.B, C) f è una com- 
binazione lineare. degli operatori .4 e delle loro funzioni alternate. 
Basta a tal uopo scrivere per disteso la (.B, C) f, il che dà 


(B, 0)f = B Cf— 0 Bf =ZMmAx(Cf) — Enpn A, (Bf) = 


= Zan DyAn (un Anf) re unAn (xA4,f)] . 


Applicando la regola di derivazione dei prodotti, l’ultima espres- 
sione diviene 


n n 
Zan (Ax Axtn) Anf — (unAnAx) Axl Eni daben Ax Anf AxA,}}, 


sicchè risulta 


(B, 0)f = Zan (Ax Axtn) Anf— (pnAnde) Arf + Mn (An, An)fl, 


c.d. d. 
$2. — INTEGRALI DI UN SISTEMA DIFFERENZIALE ORDINARIO ED 
EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI CHE LI DEFINISCE. — Conside- 


riamo un sistema di » equazioni differenziali ordinarie, del primo 
ordine, in n incognite x,. Indicando con t la variabile indipendente, e 
supponendo le equazioni risolte rispetto alle derivate delle funzioni 
incognite, avremo la forma, così detta normale, 
dx; ; ; 
E SARO i PE (4 16] 
dt i 
Si chiama soluzione di questo sistema ogni ennupla di funzioni 
2; (t) che soddisfi le equazioni stesse. 
Si chiama invece integrale del sistema ogni funzione 


f (0,8) 


tale che, ponendovi in luogo delle x una qualunque soluzione delle [6], 
si riduce ad una costante. Si può anche dire che f è un integrale, ogni 
qualvolta 

f (0 |t) = cost. 


è una conseguenza necessaria delle equazioni differenziali [6]. 


— 49 — 


Ora mostreremo che tutte (e sole) le funzioni f che hanno questa 
proprietà soddisfano a un’equazione lineare omogenea a derivate 
parziali del 1° ordine: e, in virtù di tal fatto, che l’integrazione di una 
: equazione di questa forma si può sempre ridurre a quella di un sistema 


del tipo [6], come vedremo più innanzi. 


Sia dunque f (x|t) un integrale delle [6]: qualora per le x si inten- 


dano tali funzioni di t da soddisfare le [6], si potrà scrivere 
f(x|t) = cost., 


e quindi, derivando rispetto a t, 


LI df da; 
i da; di Lila: 


ovvero, in quanto le x; (4) verificano le [6], 


(7) : 


È questa l’equazione a derivate parziali, di cui parlavamo: po- 


tremo scriverla compendiosamente sotto la forma 


Af =0, 


introducendo per brevità l’operatore lineare 


ti , n. 
i da; 
1 


Va rilevato che la [7], al pari della f = cost., da cui proviene 


[il 
1) Mu ate do 


4. 
Va de lia ua 


per derivazione, diviene per ipotesi una identità, ogni qualvolta le a ** 
che in essa figurano siano sostituite da soluzioni (qualisivogliano) 


del sistema [6]; da ciò è facile dedurre che la [7] sussiste identicamente, * 


cioè (entro un campo conveniente) per valori qualisivogliono attri- 
buiti agli argomenti #, t da cui dipende la f'Infatti dati ad arbitrio 


- i 4 
Fo Uve le PS, Ala 
4— T. LEvI-CIvITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 


Vul, To cia Ugita fa 


E° 4 x F A 
LAM id Lane 


n +1 numeri x), ..., wrt, (di un campo entro il quale sia valido, per 
il sistema [6], il teorema generale di esistenza) sappiamo che esiste 
sempre una soluzione %; del sistema [6], la quale, per t = to, assume 


i valori a!, ...,0%. 
Ora la [7] deve valere (qualunque sia #) quando per le x introdu- 


ciamo questa particolare soluzione x; (1). Facendo in particolare t = to 


‘ essa si trova verificata in corrispondenza ai valori arbitrariamente 


prescelti di, to, 
c.d. d. 


D'altra parte è evidente che qualunque funzione f (xt), la quale 
soddisfi la [7], quando vi si trattano le x e la # come variabili indipen- 
denti, costituisce un integrale del sistema [6]. Difatti la [7], sussistendo 


‘ comunque si scelgano le @, sarà in particolare soddisfatta quando si 


primo membro della [7] si identifica con " . La funzione f è dunque 


li 


tale che, quando le «x si risguardano soluzioni delle [6], di =0, 


ossia f = cost. 

Riassumendo, possiamo affermare. che condizione necessaria e 
sufficiente perchè una funzione f(c|t) sia un integrale del sistema 6] 
è che essa soddisfi equazione a derivate parziali [7], dove le x e la t 
sono n +1 variabili indipendenti. 


$3. — INTEGRALI PRINCIPALI. — Fra gli integrali f del sistema [6] 
(che si chiamano anche, per quanto si è visto nel $ precedente, inte- 
grali dell'equazione [7]) ve ne sono, per ogni valore ts di t, n partico- 
larmente importanti, che ora passiamo a specificare. - 

Partiamo dalla. più generale soluzione delle [6], che è, come è 
noto, una ennupla di funzioni della #, contenenti n costanti arbi- 


trarie «1, ...,0%: 
Wi, = ®; (t| 0°) (i=1,2,..., n). {8] 
Le «° sono i valori assunti dalle x per un dato valore to della #, talchè 


(Wa =. | [9] 


"= bit 


Dimostriamo in primo luogo che le [8] sono risolubili rispetto 
alle 2°, in un intorno del punto t. Difatti, seriviamole sotto la forma 


Pi (t | 0 fia Xx 0 


e consideriamo il determinante funzionale dei primi membri rispetto 
alle x°, che è 


UU) 


Pi — Z1 P2 — Ha... Pu Xn 
site | 
2, CA «ee Ln 


ovvero, poichè le x° sono contenute solo nelle g, e non nelle x: 


Calcoliamone il valore Do per t = te. Poichè nel determinante 
stesso non figurano derivate rispetto a #, otterremo lo stesso risultato, 
sia derivando le ® (t | x°) rispetto alle x°, formandone il determinante, 
e ponendo da ultimo t = %, sia ponendo fin da principio t = és 
nelle @, e formando poi il determinante delle derivate. Atteniamoci 
a questa seconda alternativa, e ricordando le [9] vedremo subito che 
quel determinante diviene 


0 0 
WU... | 
Do i x o ='--0 . 
U) È ° 
dw, 
Ora, se D, che è una funzione continua di t, è =|- 0 pert = ty, 


sarà tale anche in un intorno di #, e perciò, in questo intorno, si 
potranno risolvere le [8] rispetto alle x°. 
Eseguita tale risoluzione, si otterrà, 


< 2° = %w (21), (i=1,2,..., n), [10] 


e i secondi membri w costituiscono altrettanti integrali del sistema [6], 
perchè se in essi poniamo per le x una qualunque soluzione (cioè 
una ennupla di funzioni, ottenute dalle [8] dando alle. x° particolari 
valori arbitrari) le w, per la loro stessa costruzione, divengono uguali 
alle x°, cioè a delle costanti. 


rt 
Gli integrali dell'equazione [7] così ottenuti si dicono integrali 
principali relativi at = to. Dalla definizione risulta che 


w; (0° |t) =. 


Scrivendo materialmente x al posto delle @°, si vede che proprietà 
caratteristica degli integrali principali w; relativi a t=t, si è che 
le funzioni w;(x|t) si riducono ordinatamente alle n» variabili « 
per t=%. 

: Senza approfondire lo studio degli n integrali principali, vogliamo 
però rilevare che nessuno di essi è esprimibile in funzione soltanto 
dei rimanenti, cioè che essi, considerati come n funzioni delle n +1 

. variabili x e #, sono indipendenti. All’uopo occorre e basta che la ma- 

trice funzionale (ad n righe e n + 1 colonne) delle w rispetto alle x, # 

abbia per caratteristica n, vale a dire che esista in essa un determi- 
nante d’ordine n» non nullo: ora, se prendiamo il determinante 


Wi Wa ... Wu I 
| ) do 


di %o ... Xn 


e facciamo le stesse considerazioni fatte .a proposito di D, troviamo 
che esso è = 1 per.t = £ (perchè ivi w;, = %;), e quindi è =|=0 in un 
intorno di tt: dunque la caratteristica è n e gli integrali principali 
sono indipendenti. i 


$ 4. — INTEGRALI INDIPENDENTI. INTEGRALE GENERALE. — Più 
in generale si dicono indipendenti n integrali vi, va, ..., Un della [7], 
se tali sono le funzioni ®;(a|t) (i = 1,2,..., n). Naturalmente ogni 
funzione Ì 


F (0: 3 Va, 103 Un) [12] 


delle (sole) v è ancora un integrale, come risulta immediata 
mente dalla [3], tenendo conto che (colla determinazione [7'] di A) si 
ha, per ogni %,, 
A0v=0. 


Ma sussiste anche la reciproca, ossia ogni integrale della [7] si 
può porre sotto la forma 1/12], la quale, pertanto, rappresenta l’inte- 
grale generale dell'equazione [7]. 


bia 


Sia infatti f un integrale della [7]: saranno soddisfatte le n + 1 
equazioni 


# dw; dWw; i . 
Ad = I 4 —X,=0. (i=1,2,...,n), 
? di ;da; 
1 


che sono lineari omogenee nelle n +1 quantità 1, X:, ..., Xn, non 
tutte nulle. Dovrà dunque annullarsi il determinante dei loro coeffi- 
cienti, cioè dovrà essere ; 
Vi +00 n si 
ta... An 


Ciò significa intanto che le f, v1, v2, ..., vn non sono indipendenti. 
Siccome lo sono le v, è certo diverso da zero uno dei determinanti 
d’ordine n della matrice funzionale relativa a vi, 02, ..., Un 


Ci treviamo perciò nel caso contemplato al $ 5 del Cap. prec. e] WE 


possiamo concludere che la f è esprimibile mediante'le v (senza D’ inter- | 
vento di t e delle @). 


$ 5.— STUDIO DIRETTO DELLA PIÙ GENERALE EQUAZIONE LINEARE 
OMOGENEA ALLE DERIVATE PARZIALI. — I rapporti che abbiamo messo 
in luce fra le equazioni lineari omogenee del 1° ordine a derivate 
parziali, e i sistemi di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine, 
ci permettono di ricondurre, in ogni caso, l’integrazione di una di 
quelle alla integrazione di uno di questi. Difatti, la [7] non ha altra 
particolarità che quella di avere uno dei coefficienti uguale a 1: ma si 
riconosce immediatamente che qualunque equazione lineare omogenea 
del primo ordine si può ridurre a tal forma. Fermiamoci un momento 
su questa osservazione elementare. ì 

Sia data l’equazione (in N variabili indipendenti 21, ..., &y). 


4=)) ata [13] 
v day 


ton 


CIO 7 se 


Una almeno delle a sarà diversa da zero: sia ay. È allora legittimo 
di dividere l'equazione per ay. D'altra parte la 2y viene così a trovarsi 
privilegiata (in quanto si è ridotto all’unità il coefficiente di A 
= N 
dunque naturale designarla in modo speciale. Denotandola con t, e, 
indicando, in modo simmetrico, le rimanenti variabili 2 con 


1, L2, ..., On i (a=N— 1), 


l’equazione [13] diviene 


n x i; 
d ; d 
Pa Nr, 
di. i Axy dd 

1 


che coincide materialmente colla [7], purchè si ponga 


= X; (f=1,2, n) 
USI 
Il corrispondente sistema di equazioni [6] sarà così i 
oi (i=1,2,...,n). 14] 
di AN : . 


Integrate queste n equazioni (in cui va considerata ? come varia-. 
bile indipendente), trovate cioè le &; (t, 2°), che si riducono a «È; 
per t = i,, dovremo risolverle rispetto alle x°: le espressioni 


w; (e|t) = w; (2) 


così trovate saranno gli n integrali principali della equazione [13] 
relativi a # = to, e l'integrale generale potrà assumersi sotto la forma 


F (Wi, ..., Un) 


dove F è il simbolo di una funzione arbitraria. Senza passare attra- 
verso gli integrali principali w, sarà spesso più rapido procurarsi 


comunque x integrali indipendenti v:,-v2, ..., vn delle [14]. L’integrale 
generale è senz’altro esprimibile quale funzione arbitraria delle sole v: 


PF (01, 02, ...3 Un). 


Come si vede, fra le variabili 2 che figurano (effettivamente, nel 
senso che il relativo coefficiente a è diverso da zero) come variabili 
di derivazione nella [13], se ne può scegliere una qualunque per farla 
fungere da variabile indipendente nel sistema [14]: la scelta può essere 
fatta in base a ragioni di comodità nella integrazione del sistema, e 
per lasciarla impregiudicata fino al momento in cui tali ragioni 
appariscono, può convenire di scrivere il sistema {14] sotto la forma 


da; den È 
i A GE LI cani 
Ai AN 


cioè, tornando alla primitiva notazione, 





di den. 
2 der den (15) 
Ai do AN 


Questo sistema, come si vede, si - desume immediatamente dal- 
l'equazione a derivate parziali proposta; con l’avvertenza che, se 
qualcuna delle a è zero, deve esser uguagliato a zero anche il differen- 
ziale della corrispondente variabile. 


Esempi. 
1° Sia data l’equazione in tre variabili 
Ò Ò Ò l 
di Dan [16] 
da dy d8 ù 


Il corrispondente sistema di due equazioni a derivate ordinarie è 


cioè 


diga = dlgy = dlge . 
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Seriviamolo sotto la forma 


digy — diga = 0, 
dig: — dlga = 0, 


vale a dire 
ag? =0, 
a 
A 
& 
dig—-=0, 
x 
ed avremo 
AM Opreto eo Pr iu AU 
cri ( & . 
siluri so Y = €, — = (Ca (ci, Ca costauti) 
ud < Gi oe dI 9 IL w s n 


{ omtanblo La da cui senz’altro i due integrali indipendenti 


vrtata di Mo i N Dar, o dat Lea dk cme Aa AL 
i { 2 i 7 
La vati, gra ui x Ve I 
' vu t76 î sf n vi x 
i 
L’integrale generale sarà dunque n dll a E + 
apt! ana 1.00 ) uf veti 


Difatti, detta (x, y, 2) tale funzione, essa dovrà per definizioni 
esser tale che, per X qualunque, 


(70, X4 s)=@(2,Y,2), 


1 
e, preso A = — , 
a 


y % 
o(10,i)= ole, yo): 
QX. X 


la @ è dunque, in sostanza, una funzione arbitraria F di sr sr 
a 2 


Abbiamo così ritrovato, in un caso particolare (ovviamente ge 
neralizzabile), il noto teorema di Eulero sulle funzioni omogenee. 








le E DI 
da dy d 2 
= 0 
® Yy A) | 
a b e | 


dove a, b, c sono costanti (non tutte nulle). Posto 


® 


lea 
X=' ’ Y=| 
de ic @ 





quest’equazione si serive 


p LI, 3 I 
da dY dz 


e il sistema ordinario corrispondente è 





sha i 117) 


Scegliendo, p. es., 2 come variabile indipendente, avremmo da 
integrare le due equazioni 


Ma possiamo trovare più facilmente, per altra via, due integrali 
indipendenti. Difatti, osserviamo che le XY, Y, Z, per il modo come 
son formate, verificano le equazioni 


CX +yY+2Z=0, Ì (18) 
aX + bY+eZ=0: Lie 
questo perchè, se nel determinante dato si sostituisce la prima linea 
con %, Y, 2, 0 con a, bd, c, esso si annulla; sviluppandolo, si trovano le 
identità ora scritte. 
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Ora, se dx, dy, de soddisfano le [17], cioè sono proporzionali 2 X, 


Y, Z, potremo sostituirli a queste nelle [18] e otterremo 


ade +ydy+<dz=0, 
ade +bdy+cede=0. 


TI primi membri, sono differenziali esatti; sicchè, integrando 
abbiamo come conseguenza necessaria delle [17] 


, 


O+bty +e =(1, 
aa + by + ez = cx. 


Ecco due integrali particolari del sistema, certo indipendenti, 
poichè una almeno delle a, b, e, è diversa da zero. L’integrale generale 
è così 


F(ae° +y° +22, ar +by+ ez). 


Interpretazione geometrica. Quando le variabili sono tre (o anche 
se fossero due) le considerazioni precedenti sono interpretabili geo me- 
tricamente nello spazio ordinario (o nel piano). All’uopo conviene Lasi 
sare un qualsiasi Mategtale Î(,4,)di una equazione 


(a) gag; 

da dY dz 
come parametro di una famiglia di superficie f = cost. Scegliendo op- 
portunamente la costante che sta al secondo membro, si può intanto 
fare in modo che, per un punto P arbitrariamente prescelto, passi una 
superficie della famiglia: basta manifestamente attribuire alla costante 
la determinazione della f nel punto prescelto P. L'equazione (a) imposta 


| ad f esprime il fatto geometrico che, in qualsiasi punto P, la normale 


alla superficie della famiglia, passante per P, è normale ad una dire- 
zione, quella del vettore (.X, Y, Z), assegnata come funzione del posto. 
Il sistema associato alla (a) 


(che vincola due delle variabili alla terza) esprime invece una pro- 
prietà di certe linee. Poichè sappiamo, dal teorema d’esistenza, che è 
possibile (e in un sol modo) trovare due funzioni 


a = (2) y=y(2) 


che soddisfino quel sistema, e che per un valore <, dato ad arbitrio 
della 2, assumano valori egualmente prefissati ad arbitrio o, yo, così 
possiamo affermare che, dato un punto qualunque P, passa per esso 
una, e una sola, linea che gode la proprietà espressa dal sistema (5), 
cioè di essere in ogni punto diretta come il vettore (.X, Y, Z). Un in- 
sieme di linee tali che per ogni punto (di un campo) ne passa sempre 
una, e una- sola, dicesi congruenza. 

Tra la famiglia di superficie che rappresentano gli integrali del- 
l'equazione (a), e la congruenza di linee, che rappresentano le solu- 
zioni del sistema (b), passa un legame ben semplice: ogni linea della 
congruenza giace per intero su una superficie della famiglia. Infatti, 
consideriamo un punto P («, y, 2), e chiamiamo Lla linea della nostra 
songruenza, che passa per P, e S la superficie, passante per P, della 
famiglia che abbiamo considerato: faremo vedere, che se da P ci si 
sposta infinitamente poco sulla L, passando a un punto P’,non si 
esce dalla superficie $, cioè che se le coordinate x, y, soddisfano l’equa- 
zione della superficie 8, 


Î(2,y,8)=€, 


la soddisfano anche le coordinate « + dx, y + dy,& + de, di P'. E 
ciò è chiaro, poichè la f, in corrispondenza delle coordinate. di 7’, 
diviene 


ò df . Ò 
1 (2,92) + 2Î dae + Lay +2 de 
° da dYy de 


e, siccome dz, dy, de sono per le (b) proporzionali a X, Y, Z, l’inere- 
mento della f è proporzionale a 


; À 
I xyIyy4g, 


da dy da, 
cioè nullo, per la (a). 
Le superficie che consideriamo sono dunque formate da linee 
della congruenza: queste linee si chiamano le loro caratteristiche. 





| 
i 
I 
|. 
} 
I 
} 








Nella dimostrazione della proprietà che ogni linea della congruenza 
giace interamente sopra una superficie f = cost., si possono natural- 
mente evitare le considerazioni infinitesimali, ragionando (ciò che 
è sostanzialmente la stessa cosa) nel modo seguente: Si pensino in 
f(@, y, 2) le variabili x,y, # come coordinate dei punti di una linea L 
della congruenza, e sia X un parametro generico, per es. l’arco di 
curva, atto a fissare la posizione di un punto su L: le x, y, vanno 
così risguardate quali funzioni ben determinate di A. Dico che la 
f(@, y, 2), in cui si introducano tali funzioni al posto di x, y, 2 è indi- 


pendente da A, ossia che Sd = 0. Infatti 


af _fda  dfay | dfde 
di dadi dydi dedi’ 


ma in virtù delle (2), lungo L, — , =, — sono proporzionali a X, 


: 6 ; ; d 
Y, Z, talchè, siccome f verifica la (a), risulta effettivamente ci =0. 


Il fatto che f si conserva costante lungo L traduce appunto la 
proprietà geometrica che la linea L appartiene ad una superficie 
f = cost. : 


$ 6.— INTEGRALI DI UN SISTEMA AI DIFFERENZIALI TOTALI, E 
SISTEMA (ASSOCIATO) DI EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI CHE LI 
DEFINISCE. — Partendo da un sistema di equazioni differenziali 
ordinarie siamo giunti a integrare la più generale equazione lineare 
omogenea a derivate parziali, del 1° ordine. Con un procedimento 
analogo, prendendo le mosse da un sistema di equazioni ai differen- 
ziali totali, riusciremo a integrare il più generale sistema di equa- 
zioni lineari omogenee a derivate parziali, del 1° ordine. 

Consideriamo dunque il sistema 


du, = 5, Xa|:da; (a=1,2,...,m). [19] 
1 


Chiameremo ?ntegrale di questo sistema ogni funzione 


f(2|u) 
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tale che, ponendovi in luogo delle « una soluzione qualsiasi Molle [19], 
si riduce ad una costante. 
Differenziando la f si ha 


ag La ) Ig 
f = ; da; Li + dU, Uag 3 
1 a ì 


e, se le « sono soluzioni delle [19], 


NN di | 
I aa a) de 
: 1 


Condizione necessaria e sufficiente perchè questo differenziale 
sia nullo, qualunque siano i des evidentemente che siano verificate 
le n eguaglianze 


, | 
lo) Ò 
I > ad (î=1,2,..., n). [20) 
dx; a dUa 

1 


Queste devono valere non solo — come appare da qui — quando 
le « sono soluzioni delle [19], ma identicamente, e lo si vedrebbe come , L)OrA dA 


nel $ 2. soleoroto ds U 
Introducendo gli operatori lineari al fon OTIS 





rt Voriila 


le [20] si possono scrivere 
Bif=0. (i=1,2,...,%). [207] 


Il sistema [20] o [20'] si dice associato del sistema (19): condi- 
zione necessaria e sufficiente perchè la f sia un integrale del sistema 








[19], è che soddisfi il sistema associato [20] alle derivate parziali, 
o, come si dice, che sia un integrale del sistema associato, - 


$7.— INTEGRALI PRINCIPALI, COME CASI TIPICI DI INTEGRALI IN- 
DIPENDENTI. — Supponiamo che il sistema [19] sia illimitatamente 
integrabile; fissiamo ad arbitrio, nel campo .di regolarità delle X, le 
costanti x° e v°: sappiamo allora che esistono m funzioni, regolari nel- 
l’intorno dei valori 2°, «°, 


Un = ga (2 | 0) 


che soddisfano le [19], e che per , = a? divengono uguali alle uj. 
Le equazioni ora scritte sono risolubili, in un intorno del punto @°, 
rispetto alle u° (e ciò si dimostrerebbe con le stesse considerazioni 
fatte nel $ 3). Immaginandole risolte, esprimeremo le w° per le x e 
le x, e potremo scrivere 


Wa (e|u) =. 


‘ Le w sono evidentemente degli integrali del sistema ai differen- 
ziali totali [19], e quindi sono anche integrali del sistema a derivate 
parziali [20]; faremo vedere ora che sono indipendenti. Pensiamo alla 
matrice funzionale delle w rispetto alle x e alle «: bisognerà mostrare 
che la sua caratteristica è m, 0, ciò che è lo stesso, (poichè non se ne 
possono estrarre determinanti d’ordine > m), che se ne può estrarre 


un determinante d’ordine m, non nullo. Ora tale determinante è 

Wi Wa... Wm 

Ur U2z... Um 
che, per x; = 8°, diviene uguale a 1, e quindi in un intorno di quel 
punto è diverso da zero. 

Gli m integrali indipendenti w si chamano integrali principali 
del sistema ai differenziali totali [19], 0 del sistema alle derivate par- 
ziali [20], în corrispondenza ai valori. o delle variabili indipendenti @. 
Così si è provato che, nell’ipotesi che il sistema [19] sia illimitatamente 
integrabile, le [20] (o [20']) ammettono, in infiniti modi, m integrali 


indipendenti: non foss’altro gli integrali principali testè considerati 
i quali in generale variano colla scelta déi valori iniziali x°. 


E 
Anche qui, come a $ 4, diremo più generalmente indipendenti 
m integrali 


VI, Va, «009 Um 


delle [20], se lo sono le funzioni v(x | u) delle n + m variabili x ed . 


$8.— INTEGRALE GENERALE. — Per una proprietà già ricordata 
degli operatori lineari, se si forma una funzione qualunque delle v 
gi op , q q 


F (0, U2, 004 Um), [23] 


si ottiene un nuovo integrale del sistema alle derivate parziali [20]. 
Di più, anche per il sistema [20], come già per l’unica equazione [7], 
la più generale funzione che soddisfa il sistema rientra nella [23], ossia 
questa costituisce l'integrale generale del sistema in quanto si risguardi 
F come funzione arbitraria. l 

Per dimostrarlo, indichiamo con f (x | v) un qualunque integrale 
delle [20], e consideriamo la matrice funzionale delle m +1 funzioni 
(di m + n variabili) v:, 02, ..., my fi 

















dvi dvi do dvi 
| dx1 v dan dUa # dUm 
M = | dm dm = dm dm 
low O dan da dm 
e, > dj >f 
| da se dn dai da dUm 


Se riusciremo a dimostrare che la caratteristica di questa matrice 
è m, ne concluderemo (v. Cap. I, $ 6) che fra le m + 1 funzioni passano 
(m + 1) — m =: 1 relazioni esenti dalle x, u: questa relazione dovrà 
‘contenere necessariamente ed effettivamente la f, perchè fra le sole v. 
non può esservi legame, e si potrà perciò risolvere rispetto alla f, la 
quale pertanto avrà la forma [23]: sarà così dimostrato quanto si 
voleva. 


# 
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Trasformiamo un poco la matrice M, facendovi figurare solo de- 
rivate rispetto alle u: ciò è agevole, perchè essendo 





i BV, ni 0. 4. B.f == 0 ’ 


si ha (per la [22}) 


La matrice diviene 














i dv dvi, | 
i Quo RISE _ Qi î Bess SE 
Ì dui dUm 
M=, dv dUm | ° 

| Q0m 0.0 — Q,Um rd 0.0 —Z| 
dun Ù0Um |, 
i ; 

i x È Ò Ò i 
lauro i e Ma: Dl 
“ dun: ÙUm | 


SS 


Per dimostrare che la caratteristica è m, bisognerà dimostrare: 
1) che ogni determinante di ordine m + 1 (che è il massimo pos- 
sibile) è zero; 
2) che almeno un determinante di ordine m non è zero. 
Un determinante generico di ordine m + 1 sarà formato con 
tutte le m + 1 righe, e con m + 1 colonne scelte in modo arbitrario 
tra le m + n della matrice (le quali, come si vede, si presentano di due 


tipi: le prime » contengono gli operatori £, le altre m le 2) : ne siano 
u 


scelte r fra quelle del primo tipo e s fra quelle del secondo; naturalmente 
sarà r + 8 = m + 1. Ora, per scrivere in modo generico una riga di 
questo determinante, la quale potrà contenere o le v 0 (se è l’ultima) la 
f, denoteremo con 9 una qualunque delle v oppure la f: potremo allora 
Fi scrivere la riga in questo modo 


d® d® dp 
du, : dat, dux, 





Q,, Ps Q, 9, DIICE Q, 9 ’ 


a 











(gli indici %,, h,, ...; &, costituiscono una qualsiasi disposizione di r 
numeri, scelti da 1 ad n, e gli indici &, , %,, ..., X3, una qualsiasi disposi- 
zione di s numeri, scelti da 1 ad m). Se si ricordano le [21], si riconosce 
che ciascuno dei primi r elementi della riga generica è una combinazione 
lineare dei rimanenti, anzi, come si suol dire, che le prime r colonne del 
determinante sono combinazioni lineari delle rimanenti. Allora quel 
determinante si potrà scindere in una combinazione lineare di deter- 
minanti, di ordine m + 1, nei quali tutte le colonne saranno del se- 


condo tipo (cioè formate di dA; 
du 

in tutto m: quindi non se ne possono scegliere m +1 senza ripe- 
terne almeno una, Da ciò si conclude che in ciascuno di quei deter- 
minanti parziali vi sono almeno due colonne uguali, e quindi che i de- 
terminanti stessi sono tutti nulli. È nullo perciò anche il determinante 
generico d’ordine m +1, che ne era una combinazione lineare. E così 
la prima proposizione è dimostrata. 

Che vi sia un determinante d’ordine m non nullo risulta sen- 
z’altro dall’ipotesi che gli integrali v sono indipendenti. 

È dunque dimostrato che la caratteristica di M è m, e quindi 
che la f è esprimibile mediante gli integrali indipendenti v, cioè che ha 
la forma [28]. 


. Ma le colonne del secondo tipo sono 


$9. — STUDIO DIRETTO DEL PIÙ GENERALE SISTEMA DI EQUAZIONI 
LINEARI, OMOGENEE, ALLE DERIVATE PARZIALI DEL I° ORDINE. 
SISTEMI COMPLETI. SISTEMI JACOBIANI. — Prediamo a considerare 
un generico sistema di n equazioni lineari omogenee alle deri- 
vate parziali, del 1° ordine, in N variabili (e una sola funzione 
incognita); sia 


— di; a 
Aif=Y 0? = 0 (k=1,2,...,n). . [24] 


Supporremo che queste n equazioni siano indipendenti; e potremo 
anche ritenere n < N. Infatti se fosse n > N, le equazioni, che abbiamo 
supposto indipendenti, considerate come algebriche nelle N quantità 


ò A sd i x 

D. sarebbero incompatibili, e, se fosse n = N, implicherebbero 

dv 

senz’altro NI = 0, ossia f = cost. Ciò posto, è chiaro che ogni f, la 
Oy 


5 — T. LEvi-CIvITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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quale verifichi le [24], deve necessariamente verificare anche le altre 
sell seguenti (ottenute formando tutte le possibili parentesi di 


Poisson con gli operatori dati): 





(A, Ax)f=0 (h,k=1,2,..., n). [25] 


Esse sono conseguenze differenziali del sistema dato. Ora può 
avvenire che queste, o alcune di queste, siano anche conseguenze al- 
gebriche del sistema stesso, cioè che si possano dedurre algebricamente 
da esso facendo una combinazione lineare delle » equazioni date. 

Se tutte le equazioni [25] sono conseguenze algebriche del sistema 
[24], questo si dice completo. i 

In caso diverso, consideriamo il sistema, formato aggiungendo 
a [24] quelle fra le equazioni [25], che non ne sono conseguenze 
algebriche: esso sarà equivalente al dato, e avrà qualche equazione di 
più. Ripetendo lo stesso procedimento sul nuovo sistema, e così segui- 
tando, o si perverrà a un sistema completo, ovvero si perverrà a un 
sistema in cui il numero delle equazioni eguaglia o supera N, caso 
di incompatibilità, come già si rilevò al principio di questo $. 

Basterà dunque considerare i sistemi completi: la condizione di 
completezza si può scrivere nel modo seguente 


(A, A.)f = x, Pari Aif. [26] 
1 


i coefficienti p designando funzioni, a priori qualisivogliano, delle va- 
riabili indipendenti 2. Dalla stessa definizione, attesa l'identità [5]. 


LI , del $ 1, segue che, fra questi coefficienti, passano le relazioni 
Pi od Lp 
{A px ad) 
ALT i ils (h,k,1=1,2,...,%). 
Caso particolare — e particolarmente importante — di sistema 


completo è quello in cui tutte le parentesi di Poisson sono identica- 
mente nulle (cioè tutte le p,,, sono zero): allora il sistema si dice 
jacobiano. 








ig 


$ 10. — EQUIVALENZA DI OGNI SISTEMA COMPLETO AD UNO JACO- 
BIANO COSTITUITO DA ALTRETTANTE EQUAZIONI. NOTA SULLA REGOLA 
DI CRAMER. — Vogliamo dimostrare che ad un sistema completo se 
ne può sempre sostituire uno equivalente, di altrettante equazioni, ma 
jacobiano: cosicchè, in definitiva, ci si può sempre ridurre al caso del 
sistema jacobiano. 

Partiamo dunque dal sistema [24], e supponiamo che esso sia 
completo, cioè che siano verificate le [26]. Il procedimento che segui- 
remo consisterà in questo: formeremo, con le n equazioni date, n com- 
binazioni lineari distinte, 


n 
Bi f = DA Cik Anf = 0 [27] 
1 
con la condizione 


ex |> 0 (î = 1,2, ...,0), 


scegliendo i coefficienti c in modo che il sistema [27], che è equivalente 
al dato, sia jacobiano. 

Prima di far questo però scriviamo le equazioni date in modo 
leggermente diverso. Sappiamo che la matrice delle a ha caratteristica 
n (perchè le equazioni sono indipendenti): ordiniamo le variabili in 
modo che il determinante a formato dalle prime # colonne sia quello 
(o uno di quelli) diverso da zero: 


da, Gig... Un 


do, dg ec don 


Scindiamo poi le variabili 2 in due gruppi: le prime x le chiameremo 
C,3..+3%n le altre N—-n =m le chiameremo u,,..., n. Ciò posto; 
il sistema dato si può scrivere 


n 


d 
Uva 24 +Uxf=0 (k=1,2,..., n), a 
S 3 


Ly 
i 
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denotando con U, un operatore, involgente le sole derivate rispetto 
alle «, del quale ora non ci interessa l’espressione esplicita. Ora risol- 


- REA ò 
viamo {!) queste n equazioni rispetto alle di : postele sotto la forma 
Ly 


n 


Ò 
Uva f br Unf, 
v dv 


1 


moltiplichiamole per a'* (elemento reciproco di a, nel determinante 
delle a) e sommiamo rispetto a %k da 1 ad n; formiamo cioè le n com- 


(1) La nota regola di Cramer si può presentare sotto la forma seguente, di cui 
faremo frequente uso, qui ed altrove. Siano date le x equazioni lineari 


n 
(8) Z, yy cl aa 
n 7 


col determinante « dei coefficienti diverso da 0. 
Indichiamo con a” l'elemento reciproco dell’elemento generico a, nel determi- 


nante a, vale a dire il complemento algebrico di a,s, diviso per a. Si ha, ricordando 


due noti teoremi sui determinanti, e indicando con 35 lo zero o l’unità secondochè 


r=|=sor=8, 
n , 

a Jh dg 
(3) x a_u = 0; 
vi ql i È 

n 

: hg ; 

(89) LX a al =3d.. 
AZ L, 


In virtù di queste proprietà, le (a) si pussono risolvere facendone delle opportune 
combinazioni lineari, Per avere, ad es., <;, si moltiplichi la &eima equazione per a 
e, dati a % tutti i valori da 1 ad , si sommi: si avrà 


n, n 
i : 
Za La i =} en. 
vOOVk O v hi 
1 1 1 


Ora il primo membro si può trasformare come segue 


n n n n 
: y 
x, a, = Lt, Zoo, ==, 
A] Y vv ke i NM 
1 1 1 1 


e quindi si ha la formula risolutiva 


n 
(a') . i = an 
1 
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binazioni lineari (indipendenti, perchè il determinante delle a’ 


s i 1 
non è nullo, essendo notoriamente eguale ad — 
a 


che potremo scrivere, più concisamente , 


LARA Q,f = 0 (i=1,2,...:%) [24] 
da; 


indicando con £; degli operatori lineari contenenti, al pari degli U, sole 
derivate rispetto alle u, e quindi del tipo 


in : 
) Ò 
Q, = Xagla 
" x dU, 


Il sistema [24'] è equivalente all’originario [24]: l’unica semplifi- 
cazione formale, che vi apparisce, è la forma particolarmente semplice 


i PR : ò si 4Ò 
in cui vi compaiono le RE, Ma mostreremo che il sistema [24"] pre- 
0% 


senta il vantaggio di essere, nonchè completo, jacobiano: esso quindi 
costituisce proprio il richiesto particolare sistema di n» combinazioni 
lineari che nella [27] abbiamo denotato con gli operatori B;:i coeffi- 
cienti e,, si identificheranno con gli a’. 

Dimostriamo dunque che il sistema [24'], che seriveremo anche 
brevemente 


Bf = 0, [24”] 


avendo posto 
l) Do) ò 
B=_-+tA=_- + > Xa|i 9 [28] 
da; è du; 
1 


è completo. Basta pensare che, per un teorema già da noi dimostrato 
al $ 1, essendo gli operatori B combinazioni lineari degli A, le 





hai 
{_U 


| ca Mauri 





Ù , f 
Dc» 
vtr ia U taffuen A ik" 


At VI 


LA fe qa pero) 


E Lo da 


— 70 — 


parentesi di Poisson (B;, B;)f sono combinazioni lineari delle espres- 
sioni: 
Anf 7 (A, ’ Ax) f. 


Ora, in virtù della completezza del sistema [24], le(4,, 4,)f sono 
alla lor volta combinazioni lineari delle A4f, talchè in definitiva gli 
operatori (.B;, B,) vengono ad essere combinazioni lineari dei soli A; 
ma questi sono combinazioni lineari dei B, onde infine le (B;, B,) sono 
combinazioni lineari dei B. E ciò significa che il sistema [24"] è esso 
pure completo. 

Si potrà scrivere dunque 


(B., B)f = z, dii Bif , [29] 


i coefficienti q essendo analoghi ai p della formula [26]. 
Per dimostrare che [24"] è jacobiano, bisognerà far vedere che i 
coefficienti g sono tutti nulli. A tal uopo osserviamo che i due membri 


df 


della [29] sono lineari nelle vi e l’identità non potrà sussistere se non 
XL è 


saranno uguali, nei due membri, i coefficienti della stessa derivata, 
p. es. di LA . Cerchiamo questi coefficienti. 
dn, 
Il primo membro si può scrivere 


B(3 4 af) 8 DS + of). 


ti 


Nell’esplicitare ulteriormente converrà ricordare ($ 1) che le deri- 
vate seconde non figurano nel risultato, e ci si può quindi risparmiare 
di applicare l’operatore B alle derivate della f, onde il detto primo 
membro si riduce a 


boj= Bf = Y Bia L DIR 105 10 al (30) 


‘ oi I 


: . Ò sita 
«Di qua apparisce che in esso non figurano le sp e quindi il coef- 
x 


dî | 2 
ficiente di ogni —- di è zero. Viceversa nel secondo membro tale coeffi- 
da, 


DIA k 


ciente è q;;x (basta ricordare l’espressione di B); è quindi dimostrato 
che ogni g;;,, = 0, e per conseguenza che 


(B,B)f=0, 


ossia che il sistema [24'] è jacobiano. Osserviamo, perchè ci sarà 
utile tra un momento, che dall’essere identicamente nullo ciascun 
membro della [29] nonchè della [30] segue l’annullarsi anche dei coeffi- 


ò 
cienti delle ei ossia, per la (30) stessa, 
u 


B; X = 0. [31] 


aid TT B, X 


a|d 

$ 11. — INTEGRAZIONE FORNITA DAL SISTEMA ASSOCIATO. — Ve- 
diamo ora, raccogliendo le cose dette, come, dato un sistema di equa- 
zioni alle derivate parziali, lineari, omogenee, del 1° ordine, si possa 
trovarne — se esiste — l’integrale generale, mediante l’integrazione 
di un sistema completo ai differenziali totali. 

Sappiamo intanto trasformare sempre il sistema dato in uno 
completo (se non lo era già, o se non vi erano incompatibilità); notiamo 
poi che il sistema jacobiano [24’], a cui siamo giunti trasformando 
ulteriormente il generico sistema completo [24], è identico al sistema 
[20], che si era presentato come associato di un generico sistema ai 
differenziali totali. L'importante è che se, coi coefficienti X spettanti 
al sistema [24'], si costruisce il sistema ai differenziali totali [19], 
questo risulta illimitatamente integrabile. 

Infatti, la condizione perchè ciò sia è 

Zali _ da]; (ipa) 
da; si dx; (a=1,2,....m)' 


m i m 
Zali, >» ipa » ga, 
da; 3 du; da; 3 du; 
ci î i Tm" 8 


le quali, ricordando la definizione [28] degli operatori B, si compen- 
diano in 


ossia 





B;Za{i = BX 


alj * 
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Le [31] ci assicurano appunto che le X ricavate dal sistema [24] 
soddisfano queste condizioni. 

Trasformato dunque il sistema proposto nella forma [24'], basterà 
costruire il sistema associato [19], e integrarlo col procedimento dato 
nel Cap. precedente: si otterrà la più generale soluzione sotto la forma 


U, = Px (Lu) (a=1,2;4 cogli) 


Risolvendo queste m equazioni rispetto alle u° si avranno 
m= N —n integrali principali, e formandone una funzione qua- 
lunque, si avrà l’integrale- generale del sistema proposto. 

Questo metodo sistematico di integrazione è esauriente dal punto 
di vista teorico, ma di applicazione piuttosto laboriosa. In pratica è 
spesso più sbrigativo integrare separatamente le equazioni, e ricer- 
care poi gli mintegrali comuni che certo esistono, quando si sia preven- 
tivamente accertato che si tratta di sistema completo. Eccone un 
esempio. 

Abbiasi il sistema 


df df of >f 


Af= a — +0&— +-+ — =0, 
da, d%, da, da, (32) 
lo) Ò d Ò ” 
Rent sg DE + TALIA 0 
i dw, d%, da; da, 


Constateremo anzitutto che esso è non solo completo ma anche 
jacobiano. Per far ciò nel modo più rapido, convien porre 


Ò Ò à 

A,=Q + 0% B=—, — d, 
’ ’ 

dd, dx, dx, dda 

ò d d 
Ayg=@%— +W—-, Bird + 34 

d%, d%, da, da, 


talechè A = A, + 4,, B= B, + B,, e formare poila funzione alter- 

nata dei due operatori dati. Avremo successivamente 

(A,B)f= ABf— BAf = 

FT A,B,f + A,B,f su A, B,f + A, B.j ua? B, A: B;Af= B,A,.f_ 
— B,A.f = (A4,, B.)f + (Ag B.)} “n (A,, B,)f n (A.; B.)f. 


ig = 


Ora, si verifica direttamente che 


(A, B.)f =0 ’ (A, B.)f=0 
e, scambiando @,, x, con %, %,, se ne deduce 


(Ag; B,)f =0 ’ (A; B.)f =0. 
Quindi 


(4, B)f =0 


il che significa che il sistema è jacobiano. Esso ammetterà dunque 
4 —2 =2 integrali indipendenti, anzi ($ 4) infinite coppie siffatte. 

Per trovarne una, si noti che la prima equazione (che è del tipo 
studiato nel 1° esempio del $ 5) ha per integrale generale una qualsiasi 
funzione omogenea di grado zero nelle variabili x,, «,, 3, «,. Basterà 
pertanto trovare due integrali (indipendenti) della seconda equazione 
che siano omogenei di grado zero. 

Ora il sistema di equazioni differenziali ordinarie, associato 
alla seconda delle [32], è 


Di queste equazioni, quella formata dai primi due membri si 
integra immediatamente, e dà 


+ 02 = da; 1382] 
‘ analogamente dagli ultimi due risulta 
o+ao = bh, [33,] 


dove a e d designano costanti. 
Eguagliando invece primo e terzo membro, dopo aver sostituito 
%, è a, con le espressioni ricavate da [33] e [33,], si ha 


erge 


e quindi integrando - 


._ Leo, 
aresin + — arcesin 1? e 
a 


dove c è una terza costante. 
Quest’ultimo integrale si può assumere sotto la forma 


®, x 


arcsin —‘— |— aresin —'— =ec. 33. 

Vo + a Va + a di 
D'altra parte da (33,) e (33,) si ha 
me Hizd 5 2 

CA E sc [33,] 


HW quattro integrali così trovati, gli ultimi due, [33.] e [334), 
sono omogenei di grado zero, e quindi sono integrali anche della prima 
equazione, e sarebbe facile verificare che sono indipendenti: perciò 
l’integral generale del sistema [32] è 


x, i Cs ad + a? 
—_—=——=—= — arcsn ———_——- 1 5 
Va + ai Va + a + a 





f (aresin 


dove f è il simbolo di una funzione arbitraria. 


CAPITOLO IV. 


Fondamenti algebrici del Calcolo Differenziale Assoluto. 


$1.— COMPORTAMENTO DEGLI ENTI ANALITICI NEI CAMBIAMENTI 
DI VARIABILI. — Questo capitolo è dedicato allo studio del comporta- 
mento di taluni enti analitici di fronte a un cambiamento di varia- 
bili: nel presente paragrafo vogliamo intanto mettere in luce con 
qualche esempio l’indole delle considerazioni generali che ci propo- 
niamo di istituire. 

Fissiamo l’attenzione su n variabili indipendenti «,, &,, ...3 Xn, 
che designeremo al solito, comprensivamente, con x, e immaginiamo 
di effettuare su di esse una trasformazione passando così ad altre n 
variabili indipendenti #; è bene inteso che supponiamo si tratti di tra- 
sformazione effettiva, cioè che le formule di trasformazione 


2; = 2 (3) (i=1,2,..., n) (1) 


siano, nel campo che si considera, invertibili, talehè accanto ad esse 
sussistono le equivalenti 


x,= %; (2). [1°] 


Nel linguaggio geometrico, come è noto, questa operazione prende 
il nome di cambiamento di coordinate: possiamo assumere, per fissare 
le idee, n = 3, pensando al passaggio da coordinate cartesiane orto- 
gonali x, y, 2 a tre loro combinazioni PAFABSDGSNI generiche (coordi- 
nate curvilinee) 4,, 4a, %- 

Ora, supponiamo che una questione fisica, geometrica, o d’altra 
natura, ci abbia condotto a considerare, accanto alle variabili x, un 
certo insieme di enti ad esse legati. Per es., in una certa regione dello 
spazio fisico riferito a coordinate cartesiane x, y, 2, sia definita in ogni 
punto la temperatura 7; questa si presenta così come una ben de- 
terminata funzione di x, y, 2. Oppure supponiamo che nella detta re- 
gione esista un campo di forza, ed avremo allora da considerare in ogni 
punto un vettore, e quindi le sue componenti, cioè tre funzioni X, Y, Z, 
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delle x, y, 2. Facciamo ora il nostro cambiamento di variabili: vi sarà 
luogo a caratterizzare lo stesso ente o fenomeno fisico (temperatura, 
forza, ecc.); e si è all’uopo condotti a introdurre dei parametri deter- 
minativi, i quali, nel nuovo sistema di riferimento, sostituiscono con 
vantaggio quelli che sono invece i più opportuni quando ci si rife- 
risce a coordinate cartesiane. Questi nuovi parametri si chiamano 
naturalmente trasformati dei primitivi, e da quelli si deducono con 
una legge, che non si può assegnare a priori, ma dipende dalla natura 
del problema, e in parte da opportune convenzioni. Per esempio, la 
temperatura 7° sarà, nel nuovo sistema, una funzione di g,, 43} %s} 
tale che allo stesso punto dello spazio competa la stessa temperatura, 
sia che la si calcoli con le variabili primitive, sia con quelle nuove; 
perciò la 7 in funzione delle g si otterrà ponendo, nella 7 (x, y, 2), 
in luogo di x, y, 2, le loro espressioni per mezzo di q,, 9,, 93. Un tale 
modo di comportarsi, che è il più semplice fra quelli che avremo 
occasione di considerare, dicesi trasformazione per invarianza: così si 
trasformano tutte le funzioni del posto che hanno una determinazione 
indipendente dal sistema di coordinate scelto. 

Non così avviene, nell’altro esempio citato, per le componenti 
di un vettore. Infatti, se (come supponiamo) questo ha una grandezza 
e una direzione indipendenti dal sistema di coordinate scelto (lo 
penseremo anzi definito fisicamente come una forza) le sue compo- 
nenti invece, pur considerate sempre nello stesso punto, cambiano di 
valore col mutare del riferimento, come si vede subito, pensando ad 
una rotazione di assi cartesiani. Anzi, se la trasformazione di cui si 
parla non è di questa particolar natura, non sappiamo a priori che 
cosa sostituire nel nuovo sistema, per caratterizzare il vettore, alle 
sue proiezioni XY, Y, Z sugli assi dell’antico sistema ('); dobbiamo cioè, 
in base a ragioni di opportunità, convenire quale sarà in questo caso 
la legge di trasformazione. Il criterio più atto a servir di guida in questa 


(®) Vedremo diffusamente al Cap. V come l’introduzione di nuove variabili 4;, 92, 9 
dia luogo geometricamente a corrispondenti superficie coordinate q,= cost, q, = cost; 
Qa= così, e a linee coordinate che ne sono le intersezioni. Ciò premesso, se ci propo- 
nessimo di individuare con. criteri geometrici desunti dal nostro sistema coordinato gli 
elementi determinativi di un vettore, ci troveremmo di fronte a quattro possibilità tutte 
egualmente accettabili, di cui l’una o l’altra può divenire preferibile secondo i casi. 
Basta pensare che, in ogni punto, le tangenti alle linee e le normali alle superficie 
coordinate formano due triedri fra loro supplementari (in generale obliquangoli e quindi 
distinti), Orbene, un vettore si può caratterizzare sia mediante le sue proiezioni ortogonali 
sia mediante le sue componenti secondo ciascuno di questi due triedri. 
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scelta consiste nel far intervenire, accanto al nostro vettoréè, uno sca- 
lare che abbia significato fisico, e che si trasformi per invarianza. Ed 
ecco come: consideriamo due punti infinitamente vicini, le cui coor- 
dinate differiscano di da, dy, de: il lavoro della forza di componenti 
X, Y, Z, nel passaggio dall’uno all’altro di quei punti, sarà 


dL= Xda +Ydy+Zdz; [2) 


questo scalare ha un significato fisico invariante ed è quindi concre- 
tamente determinabile. Dal punto di vista matematico importa la 
circostauza che le componenti cartesiane della forza coincidono 
(in qualsiasi sistema di assi ortogonali 0xyz) coi coefficienti di de, 
dy, de in tale espressione. Passiamo ora alle coordinate curvilinee 
Q:3 4%; ds, ed esprimiamo conseguentemente dx, dy, de mediante i dif- 
ferenziali delle nuove variabili, per mezzo delle formule 


. 3 
NUO dd 
de = » rese dq;, ecc. 


li ÎG: 
Î 


Il dL assumerà la forma 


3 . ì 
No /òd d d 
dL = (xiv È 2)da 
—__i \°di dg: dg: 
1 
che è analoga alla [2]. | 
Infatti, ponendo 4A 2A Ve. A 

Ò Ò Ò | 

SD SAT (i=1,2,3), [8] 

dg: dg: dd: 


si ha i 
dL =: Q, dq, + Q. dq, + Q, dqs £ 


Le quantità Q,, 2. Q,, fanno qui l’ufficio che, in coordinate car- 
tesiane, facevano X, Y, Z: appare dunque l’opportunità di chiamarle 
componenti della forza nel nuovo sistema di riferimento, onde si può 
dire che la [3] rappresenta la legge di trasformazione delle componenti 
di un vettore. Questa legge prende il nome di covarianza. 


slilg a 


A questa stessa legge si è ‘condotti anche da un punto di vista 
diverso (che è del resto subordinabile al precedente, come tra un mo- 
mento constateremo). Consideriamo all’uopo una funzione invariante 
u(x, y, 2) e ricerchiamo la più opportuna legge di trasformazione delle 

È du du du : 
sue tre derivate — , — ,— , che sono evidentemente altrettante fun- 
dx dYy da 
zioni di «,y,2z. Si presenta naturale di considerare come enti ad esse 
corrispondenti nel nuovo sistema di riferimento le tre derivate, 
RAR , che sono notoriamente date da 5) ge Me 


ui 


? ? 5 
d gi Ò Qa dgs , MI, fa a 


du de dud du de” 
DI, (4) 
dg; da dqi dY dq dz dq:; ; 


du 


Se invece si assumesse la trasformazione per invarianza, le tre 
quantità che consideriamo avrebbero il significato di derivate d’una 
funzione soltanto nell’originario sistema di riferimento cartesiano, 
mentre in qualunque altro, in generale, esse perderebbero questa 
notevole particolarità. i 

Le formule [4] sono manifestamente un caso particolare delle [3], 
in cui si sostituiscano le derivate di una medesima funzione v alle 
componenti del vettore generico, La ragione intima di ciò si ravvisa 


‘’ nel fatto che anche la legge di persistenza delle derivate è compen- 


diabile nell’invarianza di una forma differenziale lineare. Basta, 
come caso particolare, sostituire al 4L (che non è in generale un dif- 
ferenziale esatto) il differenziale totale du, che è ad un tempo espri- 
mibile sotto le due forme: 


Ct PAST A 
dx Ò 
e 
du du U 
— d d d 
gi Ia 


Si può intravedere da quanto si è detto, e si vedrà meglio in se- 
guito, quale sia il compito che ci proponiamo. 

Dato, in un certo sistema qualsivoglia di riferimento, un insieme 
di quantità aventi un certo significato, p. es. fisico 0 geometrico, asse- 





= ia 


. gnando una legge di trasformazione per cui ad ogni altro sistema di 
riferimento venga coordinato un sistema di quantità aventi lo stesso 
significato, si viene a introdurre un insieme di parametri, indipen- 
dente (nel suo complesso) dal sistema di riferimento (cartesiano o no): 
di qui l’importanza concettuale e la fecondità delle considerazioni 
che andremo svolgendo. 


$ 2. — SISTEMI M-PLI. FORME DI GRADO m E FORME #M VOLTE 
LINEARI. — Cominciamo col definire un sistema d'ordine m 0 emmuplo. 
Chiameremo così un sistema di numeri 


che con una legge determinata corrispondono in modo biunivoco 
alle emmuple di numeri interi î,,d,,...,én, ciascuna delle è potendo 
assumere tutti i valori interi da 1 ad n. Gli elementi di un sistema 
‘ m-plo sono dunque in numero di n”, chè tante sono le disposizioni 
con ripetizione di n numeri m ad m: non è necessario però che questi 
n" elementi siano tutti diversi fra loro. i 

Un sistema formato da un solo numero (quindi rappresentato da 
una lettera senza indice) potrà esser considerato come un sistema 
di ordine zero. Un sistema semplice sarà l’insieme di n elementi, 
rappresentabile con la notazione 


tale, è per esempio, l’insieme delle 3 componenti di un vettore 
(qui m=1,n=3). 
Un sistema doppio sarà del tipo 


Ai; (î,j=1,2,...,%) 


e sarà composto di n? elementi; e così via. 
Un sistema d’ordine maggior d’uno si chiama simmetrico, se in 
esso tutti gli elementi che differiscono solo per l’ordine degli indici 
hanno lo stesso valore: p. es., nel caso di m = 2, se è A, = A. Si 
dice invece emisimmetrico se, scambiando due indici fra loro, l’ele- 
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mento cambia di segno e non di valore: sempre per m = 2, se 


si ha Ai = — Ai. n coefficienti « di una forma (!) lineare generica 
n 
p= DU 


costituiscono un sistema semplice, anzi il più generale di questi, 
essendo manifestamente sempre possibile, date n quantità «,, di pen- 
sarle assunte come coefficienti di una forma lineare 9g. 

Consideriamo invece una forma quadratica, che possiamo seri- 
vere 


n 
g= Xi; Ai; , 
1 


dove, la somma essendo estesa a tutte le disposizioni degli indici due 
a due, il prodotto di «; con x; figura due volte, l’una sotto la forma 
%; &; , altra sotto la forma %; &;: perciò il coefficiente di quel prodotto 
è Ai; + Aji. Questo non si altera scambiando i con j, onde si rico- 
nosce che i coefficienti di una forma quadratica costituiscono un si- 
stema doppio simmetrico (qui pure il più generale possibile). Ma, per 
individuare un sistema doppio generico (non simmetrico) mediante 
i coefficienti di una forma, non basta più una quadrica nelle variabili 
indipendenti x. Occorre ricorrere 2 due diverse ennuple di variabili 
indipendenti, per es., le coordinate x ed x’ di due punti non aventi a 
priori aleun legame, e formare l’espressione (forma bilineare) 


n 


FP = S;; Ai; & di 
1 


che è lineare così rispetto alle x, come rispetto alle x’; i coefficienti 
di questa forma sono proprio le A;;, del tutto arbitrarie. 

Più in generale, si riconosce facilmente che un sistema m-plo 
‘generico si può ritenere individuato da una forma plurilineare in m 
gruppi di variabili, mentre i coefficienti di una forma di grado m co- 
stituiscono il più generale sistema m-plo simmetrico. 


$ 3, — INVARIANZA, COVARIANZA E CONTRAVARIANZA DI UN 
SISTEMA SEMPLICE RISPETTO ALLE TRASFORMAZIONI LINEARI. VARIA- 
BILI DUALI. — Incominciamo ora lo studio delle leggi di trasforma- 


..(1) Si chiama forma, rispetto a dati argomenti, un polinomio omogeneo rispetto 
a quegli argomenti, per es. le variabili indipendenti x,,23,...,%n. 
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zione dei sistemi; limitandoci in primo luogo a un cambiamento 
lineare di variabili e a un sistema semplice w, , %,, ..., Un. 

Supporremo cioè che dalle variabili x si passi alle nuove varia- 
bili x, e da queste alle antiche, per mezzo delle formule 


n 
Q, = 3 in Va (£=1,2,...,nN); [5] 
A mo 
LX, = DOP chi Hi , [5'] 


dove le c sono coefficienti costanti arbitrari, il cui determinante non 
è nullo: la seconda formula è naturalmente ricavata dalla prima 
mediante la regola di Cramer, sì che e* rappresenta l’elemento reci- 
proco di cz; (cfr. Cap. III, $ 10). 

L’ipotesi più oyvia è che le « siano funzioni del posto, le quali si 
trasformino per invarianza (v. $ 1). 

Un caso, un po’ meno semplice, ma molto notevole, si ha suppo- 


nendo che le « si trasformino secondo la stessa legge delle coordinate, ; 


e in tal caso le v si diranno contravarianti. Le coordinate stesse formano, 
in particolare, un sistema semplice contravariante. 

Supponiamo invece che le « siano i coefficienti d’una forma 
lineare i 


pie z, U; Li 


e che la g si-trasformi per invarianza, cioè sostituendo alle le loro 
espressioni [5], con che la © si presenta come forma lineare anche nelle 
nuove variabili x. Conveniamo di assumere come trasformate % 
‘delle «, i coefficienti di questa nuova forma; diremo allora che le « 
formano un sistema covariante. 

Esplicitando avremo 


n n ta n da n si n 
pa Du DS Cat = Da CnU la = Dt DI CU. 
1° 1% 1 1% Ti 


I nuovi coefficienti sono dunque 
n 


U, = z; Cip Ui è 


6 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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Scambiando (per uniformarsi alla [5']) gli indici i e %, si ha 


n 


Ui = Sk Cri Ur (0=1,2,...,0), 


che esprime la legge di covarianza. 

Anche qui giova naturalmente associare le formule equivalenti, 
che si ottengono risolvendo rispetto agli elementi primitivi «, e sono 
fornite dal solito algoritmo (di Cramer). Scrivendole per prime, con 
che si tiene ordine corrispondente a quello delle [5], [5'], si ha in 
definitiva la legge di covarianza espressa dai due gruppi di formule 
equivalenti: 


n . 
= SU, [6] 
1 
n n pe , 
= Sk Ori Un (i=1,2,..., n). [6‘] 


Considereremo spesso, assieme alle variabili x (che si chiamano 
anche variabili puntuali) un sistema di variabili covarianti « (dette 
duali): le formule [5] e [6] forniscono il modo di comportarsi delle 
une e delle altre in un cambiamento lineare di variabili. 

Per interpretare geometricamente le variabili duali, fissiamo 
l’attenzione sul caso n = 4, in cui @,, %,, #3, %, Si possono risguardare 
come coordinate cartesiane (omogenee) dei punti dello spazio. Un 
piano ha un’equazione del tipo 


UL, + Ug%, + Us &y + ua,g=0, [7] 


e i coefficienti «,, %,, %;, «, si dicono, come è noto, le coordinate (plii- 
ckeriane) del piano. Ora, dato il significato geometrico della [7], il 
suo primo membro deve essere invariante (a meno di un fattore, ines- 
senziale, essendo le coordinate omogenee) e quindi le coordinate plii- 
ckeriane u si debbono trasformare per covarianza. Dalla nota legge 
di dualità della geometria proiettiva è venuto ad esse il nome di va- 
riabili duali. Analogamente per n qualsiasi. 


$ 4. — INVARIANZA, COVARIANZA E CONTRAVARIANZA DI UN 
SISTEMA ®M-PLO RISPETTO ALLE TRASFORMAZIONI LINEARI. SISTEMI 
MISTI O TENSORI. CARATTERE INVARIANTIVO DEL LORO ANNUL- 
LARSI. — Estendiamo ora le considerazioni del paragrafo precedente ai 
sistemi d’ordine qualunque, pur limitandoci sempre a considerare tra- 
sformazioni lineari del tipo [5], [5']. Definiamo cioè i sistemi misti, 
di cui sono casi particolari quelli eovarianti e quelli contravarianti. 

Consideriamo m n-ple di variabili puntuali (cioè m punti), e di- 
stinguiamo con un indice in alto il numero d’ordine della n-pla. Avremo 
complessivamente gli argomenti è 


1 1 1 
Li sa, +00 Tn 3 
2 2 2 
Li La, «en Tn 3 
‘ . . . . . . 


.pm Mm 
Consideriamo anche un certo numero p di n-ple di variabili duali 


1 4 La 
Uz3U, 3-03 Uni 
2 2 2. 
Ur Ug 3003 Un 


» wa 
ut, ut, .... ut. 


Formiamo una forma plurilineare F in tutte queste variabili, 
i cui termini cioè contengano come fattore un elemento di ciascuna 
n-pla. I relativi coefficienti, a priori completamente arbitrari, costi- 
tuiranno un sistema generico, d’ordine m + u. Scriveremo in basso 
gli indici corrispondenti alle x, in alto quelli corrispondenti alle w, e 
avremo in conformità 


n - 


O, d, ù 
lia a meg —w 
1 mit ha 1 m 


1 


Ora, trasformando le « secondo la legge di contravarianza, le 
u secondo quella di covarianza e sostituendo queste espressioni nella 
[8] (cioè trasformando la F per invarianza), si otterrà una forma 
plurilineare nelle nuove variabili 7, %: assumiamo come trasformate 
delle A i coefficienti ‘A di questa nuova forma. Diremo allora che le A 


> i94= 


costituiscono un fensore 0 sistema misto, covariante rispetto agli indici 
scritti in basso, contravariante rispetto a quelli scritti in alto, Potrebbe 
in particolare esser nullo m o yu, mancando in conformità nella F le va- 
riabili puntuali, ovvero quelle duali: allora il sistema dei coefficienti 
è puramente contravariante se le variabili della F sono tutte co- 
varianti, e puramente covariante nel caso contrario. 

Il caso del sistema semplice rientra subito in questa definizione: 
difatti la diviene in tal caso la @ del $ precedente, e, se la conside- 
riamo lineare nelle x, troviamo che i coefficienti u, secondo la defini- 
zione data or ora, debbono chiamarsi covarianti, se invece la risguar- 
diamo come lineare nelle «, concludiamo che le x formano un sistema 
contravariante, concordemente a quanto avevamo prima stabilito. 

Un tensore covariante, contravariante o misto, avente complessi- 
vamente m + p indici, si dice di rango m + u; un sistema semplice, 
covariante o contravariante — cioè un tensore di rango uno — si 
chiama anche vettore, e i suoi elementi si chiamano componenti cova- 
rianti o rispettivamente contravarianti del vettore. 

Si potrebbe, come si è fatto nel $ precedente per giungere alle 
[6], [6°], trovare le formule generali di trasformazione dei sistemi 
misti (e quindi, in particolare, di quelli contravarianti e di quelli 
covarianti): noi non avremo bisogno nel seguito di tali formule poichè 
ricorreremo sempre alla definizione ora data; ma pure, a titolo 
d’esempio, vogliamo stabilirle e scriverle distesamente per il caso 
del sistema misto più semplice cioè con un solo indice di covarianza 
e uno di contravarianza. 

Consideriamo perciò la forma bilineare 


j 
A, Liu; 


e trasformiamola per invarianza. Ricordando le [5] e [6] abbiamo, 


n 


n è; n» n ; 
7 3. ih 7} tI ih x db 
F=- ZA; zx Cir Lr = h CU, = 2 ijnk A; Cin 07° Lx Uj, = 


I coefficienti di questa nuova forma sono 


n Fi i 
= A; Ca, [9] 


—_h 


k 


e si ha qui la legge di trasformazione del sistema misto a due indici. 
Si troverebbe in modo analogo, per il sistema misto più generale, 


. 
n 


RT IN hi». hy hi h., i, 
A oh ) A Gig Capi E 0] 
dae tm n ki... kmbhy..-hy, ky «+ km I 


Dal punto di vista mnemonico, aggiungeremo che, ricordando le 
formule di trasformazione delle x e delle «, si ricordano facilmente anche 
quelle di un tensore qualsivoglia: esse sono difatti sempre lineari, 
e i coefficienti sono formati con le e in modo analogo a quelli delle 
{5] e [6]: ad ogni indice di covarianza corrisponde una c con gli in- 
dici in basso, a ogni indice di contravarianza una c con gli indici in 
alto. Nelle formule inverse ha luogo il contrario. 

Riassumendo: sî chiama COVARIANTE m-PLO un sistema m-plo 
che si trasforma come i coefficienti d'una forma plurilineare nelle va- 
riabili PUNTUALI; CONTRAVARIANTE Mm-PLO uno che si trasforma come 
i coefficienti di una forma plurilineare nelle variabili DUALI; più gene- 
ralmente SISTEMA MISTO 0 TENSORE uno che si trasforma come è coef- 
ficienti d’una forma plurilineare nelle variabili PUNTUALI e DUALI 
(rimanendo inclusi in questo come casì particolari anche i sistemi pura- 
mente covarianti o puramente contravarianti). 

Gli indici di contravarianza si scrivono generalmente in alto, 
quelli di covarianza in basso: tuttavia per le variabili x si fa eccezione 
designandole secondo la consuetudine con «,, %,,..., %n, apponendo 
cioè l’indice in basso, sebbene si tratti di un sistema contravariante 
di fronte alle trasformazioni lineari, di cui ci stiamo ora occupando. 

Chiuderemo con una osservazione altrettanto ovvia quanto fon- 
damentale dovunque si fa intervenire la nozione di tensore. Si tratta 
del fatto che se, con referenza ad un certo sistema di variabili, si 
annullano tutti gli elementi di un tensore, lo stesso segue necessa- 
riamente per gli elementi trasformati, in corrispondenza ad un qual- 
siasi cambiamento (lineare) di variabili. Ciò risulta immediatamente 
dall’annullarsi identico della forma invariante Y, in forza dell’ipotesi. 


$5. — SISTEMI DOPPI SIMMETRICI. — Poichè avremo occasione, 
nel seguito, di trattare un notevole sistema covariante doppio sim- 


metrico, vogliamo qui presentare alcune proprietà dei sistemi di tale 
specie. Siano 


din = Ai (11] 
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gli elementi di un tal sistema; la loro covarianza sarà espressa dal 
fatto, che la forma bilineare 


FP(xe|a') = Zi Air x; di, [12] 


è invariante in qualsiasi trasformazione lineare che muti le @ e le #' 
in altrettante variabili 2, #'. 

Anzitutto faremo vedere che in un tal cambiamento di varia- 
bili la simmetria si conserva, cioè che 


din = Upi + [13] 


Difatti, se nella forma bilineare [12] si scambiano le variabili 
x, ®", si ottiene 


n 
F(e' |a) = Tir Qin Lx Li 


cioè (poichè il secondo membro non differisce da quello della [12] che 
per l’inessenziale scambio delle lettere è e &%) 


Pa |0) = F(e]#). 1111) 


Viceversa, se ha luogo tale relazione, se ne conclude (ripetendo il 
ragionamento in senso inverso) che vale anche la [11]. 
Quindi, la condizione di simmetria [11] è perfettamente equiva- 
lente alla [11']). Ora, sotto questo aspetto, si riconosce facilmente 
che essa è invariante, perchè, in seguito al cambiamento di variabili, 
designando per brevità 
F{x(2)|2(2°)} 


con 
P(3ja), 
la [11'] si muta nella eguaglianza 
FP (|a) =F(2|w) 


che, come si è visto or ora, è equivalente alla [13]. 
Si proverebbe nello stesso modo che, se un sistema doppio con- 
travariante è simmetrico rispetto a un sistema di coordinate, resta 
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tale dopo qualsiasi cambiamento lineare di variabili; invece per un 
sistema misto a. questa proprietà non sussiste. Anche per sistemi 


doppi, covarianti o contravarianti, emisimmetrici, si può dimostrare, in 
modo analogo, l’invarianza della proprietà di emisimmetria. 
Possiamo ora giovarci della proprietà illustrata testè, per far 
vedere come la covarianza di un sistema doppio simmetrico possa 
stabilirsi ricofrendo, anzichè alla forma bilineare (12), alla forma 


quadratica 
n 


(2) = Tin Un Di Wa. [14] 


Se si opera il cambiamento di variabili sulla @ (x), questa diverrà 
ovviamente una forma quadratica nelle x, che scriveremo 


n 
$ (0) = Tian Dr. 14) 


Mostreremo che i suoi coefficienti a,, sono i trasformati per covarianza 
delle a,,, cioè sono gli stessi che si otterrebbero operando il cambia- 
mento di variabili sulla Y(x|e°). Difatti dalla Y(x|') si ottiene 
la © (x) ponendovi prima le 2’ uguali alle x, cioè i 


(a) = F(2]2), 


e da questa, con il solito cambiamento di variabili, si ottiene poi la 
(©), la quale pertanto proviene da Y (x|x'") mediante la successiva 
applicazione delle due operazioni 


x = %; 5 [a] 


= (0) . [6] 


Ma si otterrà manifestamente lo stesso risultato applicando le 
due operazioni in ordine inverso, cioè passando prima dalla F (x|°) 
alla F(®|'), (i cui coefficienti sono, per definizione i trasformati per 
covarianza delle a,,) e poi, con l’operazione [a], la quale implica @' = £ 
e, attesa la simmetria, non altera i coefficienti, alla 4 (@): i coeffi- 
cienti di questa sono dunque i trasformati per covarianza delle @,,. 
Tutto il ragionamento non potrebbe applicarsi se il sistema delle a, 
non fosse simmetrico poichè in tal caso una forma quadratica non 
basterebbe a individuarlo (v. $2). 
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$ 6. — n-PLE DI SISTEMI COVARIANTI E CONTRAVARIANTI SEM- 
PLICI. TEOREMA SULLE n-PLE RECIPROCHE. — Vogliamo ora dimo- 
strare un lemma nel quale avremo da considerare (non un solo sistema 
semplice, ma) n sistemi covarianti semplici, cioè una n-pla di sistemi 
siffatti, e parimenti una n-pla di sistemi contravarianti semplici. 
Dovremo perciò contrassegnare gli elementi in questione con due 
indici, l’uno indicante il numero d’ordine del sistema nell’n-pla, 
l’altro (che sarà un indice di covarianza o di contravarianza) indi- 
cante il numero d’ordine dell’elemento nel sistema. Consideriamo 
dunque l’n-pla di sistemi covarianti semplici 


Ma ji (a, é=1,2,...,) [15] 


dove « rappresenta il numéro ordinale del sistema (e non è quindi 
indice di covarianza nè di contravarianza); supponiamo inoltre che il 
determinante delle X non sia nullo (0, come si dice, che l’n-pla sia 
indipendente). In tale ipotesi, ad ogni elemento 2,|; corrisponderà 
un elemento reciproco (il suo complemento algebrico divé#o0 per il 
valore del determinante), che indicheremo con di 


di (a, i=1,2,..., n): [15] 


in un cambiamento (lineare) di variabili le Xx |i Si muteranno secondo 


la legge di covarianza, e saranno denotate con },,;: assumeremo 

come trasformate delle È gli elementi reciproci È delle dai : 
Ebbene, dimostreremo che questa legge coincide con la contrava- 

rianza, cioè, che dando ad « i valori 1,2,..., , le ai, costituiscono 


altrettanti sistemi contravarianti semplici; brevemente, che 1’n-pla 
reciproca è una n-pla di sistemi contravarianti. È questa la ragione 
per cui l’indice è è stato posto in alto. 

L’ipotesi della covarianza della n-pla [15] significa che le n forme 
lineari 


1,2,..., n) 


t 


n 
ta=t, aridi (a 
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sono invarianti. Ciò che si deve dimostrare è che lo sono anche le 
n forme lineari 


cioè che 


ban L 


n n 
Pa — da = Li Liu =0 (a=1,2,....), [161 


qualunque siano le u. Ora, queste espressioni sgno lineari nelle u (chè 
le # non sono che combinazioni lineari di queste), cioè ciascuna di 
esse è del tipo 


n A 
Diet 
1 4 


+e 


Per dimostrare che è identicamente nulla (cioè che tutte le È sono 
zero) basterà dimostrare che si annulla dando alle « n distinti sistemi 
di valori numerici, poichè si avranno allora n equazioni lineari omo- 
genee nelle &*, il cui determinante non è nullo (ciò si intendeva dire 
poc'anzi con l’aggettivo distinti). Diamo alle « i valori 


Mi [i (B,0==1,2,..., n) 


e quindi, in virtù della covarianza di queste quantità, alle « i valori 
di. i» Se ricordiamo poi una proprietà dei determinanti (v. Cap. prec., 
$10 in nota, form. [B]) e sostituiamo nella [16], abbiamo 


È così dimostrato quanto si voleva. 


$ 6. — ADDIZIONE DEI TENSORI. — Siano dati due tensori (general- 
mente misti) della stessa specie, cioè aventi lo stesso numero di indici 
di covarianza, e lo stesso numero di indici di contravarianza (in par- 


E EEE="5iÒÒÒ©i Gv E... //i{;/..iì5 
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ticolare, due sistemi covarianti, o due contravarianti, «dello stesso 
ordine): 
die ip A die ip 


di +0. im dg .e n. im 


Sommando gli elementi corrispondenti (cioè quelli che portano 
gli stessi indici) si ottiene un nuovo sistema, il cui elemento generico è 


da «eo Îu. dici 


ipeteta PRO 


dipendente dallo stesso numero di indici: dimostreremo che questo 
sistema è aneora un tensore, covariante rispetto agli indici di cova- 
rianza dei sistemi dàti, contravariante rispetto a quelli di contrava- 
rianza, talchè si può indicarne, in base alla notazione adottata, 
l’elemento generico ora scritto con 


ix ata 


Per semplicità di scrittura dimostriamo la cosa riferendoci al 
caso di un solo indice di covarianza e uno di contravarianza: il ragio- 
namento è identico nel caso generale. L’ipotesi è dunque che siano 
invarianti le forme 


n i 
FP = pre A XU; è 


O= », 


N 


è covariante rispetto all’indice scritto in basso, contravariante ri- 
spetto a quello scritto in alto, 
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Si dice che il tensore C è la somma dei due tensori A e B. 


$ 8. — MOLTIPLICAZIONE DEI TENSORI. — Definiamo ora il prodotto 
di due tensori. Siano questi qualunque, generalmente misti, ed abbiano 
l’uno m indici di covarianza e p di contravarianza, l’altro m' e p' ri- 
spettivamente: 


fresa dis dn 


Formiamo il sistema avente per elemento generico il prodotto 
di un qualunque elemento A per uno qualunque 8: l’elemento così 
formato verrà a dipendere da m + u + m' + p' indici, onde il rango del 
sistema prodotto sarà la somma dei ranghi dei sistemi dati. Dimo- 
streremo che esso è un tensore avente per indici di covarianza gli 
m + m' indici di covarianza dei sistemi dati, e per indici di contra- 
varianza i p + w' indici di contravarianza di quelli: per semplicità 
di scrittura ci riferiremo, come. precedentemente, al caso di due 
soli indici. # 

Le due forme invarianti per ipotesi siano 


n h 
PF = ES A. Xi Un 4 
1 4 
0-5 Bau 
sa Tin po 


il prodotto di queste due forme, invariante in conseguenza dell’in- 
varianza di esse, è 


n ha TAI , , 
P® = Sn; Pd B, QQ, Un Us 
1 A (E 


ovvero, posto 


L’invarianza di questa forma significa che gli indici i e j apposti 
alla lettera C sono di covarianza, % e % di contravarianza, il che prova 
l’asserto. Lo stesso nel caso generale. 
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$9. — SATURAZIONE DEGLI INDICI. — Definiremo ora l’operazione 
di saturazione, per cui da un sistema misto qualunque si passa ad un 
altro sistema avente un indice di covarianza ed uno di contrava- 
rianza in meno. 

Per comodità di scrittura, metteremo in evidenza uno solo fra 
gli indici di covarianza, ed uno solo fra quelli di contravarianza, -del 
tensore dato, sostituendo gli altri con dei puntini; scriveremo cioè 


0008 


. 
DICI 


Formiamo ora il sistema 


ep 


bs 2, Alida ’ 

il quale dipenderà da tutti gli indici, meno i due posti in evidenza: 
si dice allora che quei due indici sono stati saturati. Dimostriamo 
che il sistema così ottenuto è ancora un tensore, il quale ha gli 
stessi indici di covarianza e gli stessi indici di contravarianza del 
dato, salvo, beninteso, la coppia saturata. Ci limiteremo, al solito, 
per semplicità di scrittura, ad un caso particolare, ma non differente 
in sostanza da quello generale. Sia dunque invariante la forma 


n 
hs r + 
Fa Zinrs A. Li 0, Un Ug 
qualunque siano le variabili x, x, «, w (purchè puntuali le prime 
due, duali le altre). In virtù di questa arbitrarietà, potremo porre, 
in luogo delle u;, n distinti sistemi di quantità covarianti, che indiche- 


remo con X,|,, secondo la notazione [15] del $ 6; al posto delle x, po- 


. P . 2 . . * x 
tremo poi porre le X, , elementi reciproci di quelle, e perciò contrava- 
rianti ($5). Avremo così le n forme lineari 


n 


Pa = Thes Ai 2i Un da ajs (a=1,2,..., n) 
1 Ù tl 


tutte invarianti. Sarà pertanto invariante anche la loro somma G. 
Seriviamola, ‘e trasformiamola un poco, tenendo presente la pro- 
prietà fondamentale degli elementi reciproci. Avremo 
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n 


@= 5, P,= 
1 1 


r 


hs » (a 
A, Gi Un Da da da]: = z. 


ihrs 


. ‘ s DI sx 
ricordiamo che è,=0 per r=|/= s, e è. = 1 per r=s: perciò nella 


sommatoria spariranno tutti i termini in cui r =|=s, e resterà 


h 


sa hr n | n hr n 
G= SZ, A 5u=S, US A. = S, c;u, B. . 
1 1 ih 1 Pr ip 1 ih 


ihr in i 


L’invarianza di questa forma dimostra, come si voleva, che il 


sistema 
h 


le hr 
B, = È, A. 


è un tensore covariante rispetto a 7, contravariante rispetto ad È. 

L'operazione di saturazione si può evidentemente ripetere più 
volte, saturando successivamente diverse coppie di indici, sì che, 
per es., dal sistema 


hks 
ijr 


si passa, saturando due coppie, al tensore 


h si hjr 
B, = Zi, Air 
Se si satura l’unica coppia di indici di un sistema doppio misto, 
si ottiene un invariante 
. = 
A=D A. 
1 ti t 
$10. — COMPOSIZIONE DEI TENSORI. — Combinando l’operazione 
di moltiplicazione di due tensori con quella di saturazione, si ottiene 
l’operazione detta composizione di due tensori. Scriviamo i due sistemi 
sotto la forma abbreviata 


“.S 


di , B.. 


in cui si è messo in evidenza un solo indice di covarianza per l’uno, 
uno di contravarianza per l’altro. 


Si dice composto di quei due il tensore 


re. n cs. «00 p 
0... S,4.,.,,B.. 
1 
i cui indici di covarianza sono quelli di A (tranne r) e tutti quelli di B, 
quelli di contravarianza sono tutti quelli di A, e quelli di B (tranne s). 
Che si tratti effettivamente di un tensore si riconosce subito, 
considerando che il sistema 0 è ottenuto per saturazione (dei due 


indici r ed s) dal sistema 


e questo per prodotto dai due sistemi dati. Così, p. es., componendo 
i sistemi 


h les 


rispetto agli indici r ed s, si ottiene 


hk n ho kr 
Ci =" 2, A B, E 
$ 11. — CAMBIAMENTI GENERALI DI VARIABILI. SISTEMI m-PLI 
A ELEMENTI FUNZIONI DEL POSTO. PRIMA DEFINIZIONE GENERALE 
DI TENSORE. TENSORI TIPICI DI RANGO 1. — Finora abbiamo con- 


siderato solo cambiamenti lineari di variabili, e abbiamo definito, 
riferendoci ad essi, la covarianza, la contravarianza e le operazioni 
fondamentali sui sistemi: estenderemo ora queste definizioni ai cam- 
biamenti quali si vogliono di variabili. 

Supponiamo dunque che le formule di trasformazione, invece 
delle [5], siano i 


di = fi(0,,%330..3%n) (i=1,2,...,9), [17] 


le fi designando funzioni arbitrarie, salvo le restrizioni qualitative 
di derivabilità, ecc., che verranno tacitamente imposte ogni qualvolta 
occorra, e la condizione che la trasformazione sia effettiva; cioè che 
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le [17] siano risolubili rispetto alle x e si possano quindi presentare 
anche sotto la forma equivalente 


Ci = Y(0,3%;.-:3%a). 17°] 


Alla trasformazione generale [17] resta subordinata una trasfor- 
mazione lineare nei differenziali: difatti, posto 





TS la 3 ae gna [18] 





n Ù n 
0%; gra 
da, = ) — day = ) Cin d0x ; [19] 
ln: dI de: 


-_ NT da Y i 
da; = > * da, = eda  (i=1,2,..., n). [19"] 
- He dk - VA 


Di queste formule, le seconde devono coincidere con quelle che si 
otterrebbero risolvendo le prime, epperò le c* non sono altro che gli 
elementi reciproci delle c;,, il che giustifica la notazione con cui le 
abbiamo indicate ('). 


(1) Ciò del resto si può verificare, anche direttamente, provando che le ei e le cix 
possiedono la proprietà fondamentale degli elementi reciproci. Difatti, se nelle [17] ponia- 
mo in luogo delle x le espressioni date dalle [177] otteniamo altrettante identità. Deri- 
viamone una generica rispetto a xx, con la regola delle funzioni composte. Avremo 


di n dvi dh 


-_ ? 
Ò Ck =, 0Xh dXKk 


ora, il primo membro è 0 o 1 secondochè i=|=% o î =%; nel secondo possiamo 
introdurre le posizioni {14], ottenendo 


che è quanto si voleva provare. 








_ 96 — 


Le [19], [197], per la loro analogia con le [5], [5'], ci permettono 
di estendere subito le considerazioni precedenti ai sistemi m-upli i 
cui elementi sono funzioni qualisivogliono del posto (cioè delle varia- 
bili indipendenti «,,%,,..., %,). Diremo che un sistema m-uplo a 
elementi funzioni del posto costituisce un tensore covariante o con- 
travariante o misto, rispetto ad una generica trasformazione [17], 
quando esso è tale (în ogni posto del campo che si considera) rispetto 
alla trasformazione lineare [19], [19°] fra i differenziali delle antiche 
e delle nuove variabili. 

Per conseguenza i differenziali delle variabili indipendenti forni- 
scono il tipo del sistema contravariante semplice. Vediamo invece qual’è 
ilt tipo del sistema covariante semplice, 

A $3 vi siamo pervenuti introducendo le variabili duali u;, defi- 
nite formalmente come coefficienti d’una forma lineare nelle varia- 
bili x. A queste vanno ora sostituiti i loro differenziali dx; sicchè 
conviene partirsi da un generico pfaffiano 


n 
Ù = SZ, da; 
1 


e considerarlo invariante di fronte Q cambiamenti qualisivoygliono 
delle variabili x. I coefficienti v; si risguardano quali funzioni del posto 
e quindi, inizialmente, delle x. Quando si eseguisce la trasformazione 
[17], la dipendenza dal posto va invece riferita alle nuove variabili 2. 
Sostituendo in pai da, le loro espressioni [19], si constata in primo 
luogo — cosa evidente data la linearità — che si ha ancora un 
pfaffiano nelle nuove variabili x. Più precisamente risulta 


n 
da; N dali da; 
U; i dé, =  d0, = x dx, y wi 
d®x i 'ò Ly dda 
î 


I coefficienti dei nuovi differenziali dx,, cioè gli elementi %, del 
sistema trasformato dei coefficienti, vu, sono pertanto 


2a dx; 
a pai (k=1,2,..., n) 
i dd 











BARI: pie 
Scambiando i con % e adottando la notazione [18], abbiamo 


per i coefficienti di un pfaffiano la legge di trasformazione espressa 
dalle formule 


che coincidono identicamente colle [6']. Completando colle formule 
inverse e riponendo per le c,;, c'# i loro valori [18], abbiamo la 
forma esplicita 


gr > uu e 20) 
de d xi 


pa da è ’ 
; = > ug (È = 1,2,..., n) [207] 
Fe di 


delle formule di trasformazione dei coefficienti di un pfaffiano (invariante), 
i quali costituiscono il tipo del sistema covariante semplice. 

Supponiamo in particolare che il pfaffiano (invariante) sia il 
differenziale esatto di una funzione « del posto, invariante, vale a dire 
tale che la sua espressione mediante le 7 si ottenga da quella mediante 
le x sostituendo queste con le f; (x), e viceversa, talchè la scrittura 


u(c) = u(2) 


è un’identità ogniqualvolta si sostituiscano in essa le x (0 le x) con le 
loro espressioni [17] (0 [17"])). 


ian ca è : i du 
I coefficienti ;, v; del pfaffiano sono rispettivamente > ovvero 
(0 Li 


du : . PA 
53, secondo che il du si pensa espresso per le x o per le ©. 
Ne consegue che le derivate di una funzione invariante si trasfor- 
mano, a norma delle [20], [20'], per covarianza. I 
Viceversa, per procurarsi le formule di covarianza ([20] o [20"1) 
relative ad un sistema semplice, senza ricavarsele ex novo o saperle 
a memoria, il criterio mnemonico ‘più semplice è quello di pensare 


7 -— T. LEvi-Crvrra, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 


dEi 


per un momento gli elementi del sistema generico di cui si tratta come 
. derivate di una medesima funzione e applicare la regola di derivazione 
delle funzioni composte. Si è allora condotti automaticamente alle 
[20] o [207] secondo che si parte da un elemento primitivo o da uno 
trasformato. i 

La diretta e immediata trasformazione dei differenziali fornisce 
d’altra parte, come abbiamo visto, le [19] e {19'}j, che servono di 
schema per la trasformazione di un generico sistema contravariante 
semplice, sostituendovi ai dx, gli elementi. primitivi & e ai d&, gli 
elementi trasformati &*. . 

Riassumendo, i differenziali delle variabili indipendenti e le 
derivate di una medesima funzione danno luogo agli schemi tipici 
delle formule di trasformazione per i sistemi semplici, rispettiva- 
mente contravarianti e covarianti. 


$12.— SECONDA DEFINIZIONE GENERALE DI TENSORE A ELEMENTI 
FUNZIONI DEL PosTO. EsEMPI. — Sia data una forma plurilineare ri- 
spetto a quantesivogliono serie di variabili contravarianti (cioè che 
si trasformano come i da;) e a quantesivogliono serie di variabili 
govarianti (cioè che si trasformano come le u; = sapa risevardino 
PA 
‘i ‘coefficienti come funzioni del posto, e la forma, in ogni singolo 
È posto, come invariante. È chiaro, in base alla definizione del $ prec., 
che i coefficienti formano un tensore misto, i cui indici di covarianza 
sono quelli relativi alle variabili contravarianti, e viceversa. Recipro- 
camente ogni tensore, nel senso della prima definizione, si identifica 
coi coefficieuti di una siffatta forma plurilineare. Le due definizioni 
sono duuque, perfettamente equivalenti. 
. Dopo ciò tutto è analogo a quanto si-è detto nel $ 4, e perciò ci 
dispensiamo da ulteriori dettagli: vogliamo tuttavia rilevare ancora 
‘una volta esplicitamente quanto fu notato in fine del $ 4 circa il 
carattere invariantivo del’annullarsi di un tensore (cioè di tuttii suoi 
elementi). La proprietà sussiste in generale, di fronte a cambiamenti 
di variabili di natura qualsiasi. In altri termini, se si pongono 
eguali a zero tutti gli elementi di un generico tensore 


hi hg. «» hp. 


ne Lo G 
dda im 


— 99 — 


riferiti ad un particolare sistema di variabili, si può star sicuri che 
le equazioni 
hi hg... hy * 
A = 0° (di. im; hag hg... h,) 


dia im 
seguitano a sussistere comunque si cambino le variabili. 
Chiuderemo questo $ con due esempi di tensori che si presen- 


tano assai frequentemente. 
Consideriamo in primo luogo a un operatore lineare 


n 


I 


i cui coefficienti A’ siano assegnate funzioni del posto. Trattiamo 
è . FINECO. 
l'operatore come invariante. In tal caso, poichè le " 
Li 
i coefficienti 4‘ risultano, pet definizione, contravarianti, e debbono 
quindi trasformarsi a. norma delle [19'], risultandone per i coeffi- 
cienti trasformati le espressioni 


Ai — A40È% eli 
) nà 


come sarebbe facile verificare direttamente. 
Consideriamo poi una forma differenziale quadratica 





sono covarianti, 


n 
= Tin QUik da; dx, 


che debba mantenersi invariante: i coefficienti a, (da pensarsi in 
generale funzioni del posto) saranno, allora covarianti, e quindi le 
loro formule di trasformazione saranno 


- dR.DE, - 
Qin = Ung 3 [21] 
3g dx; dx, 
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ovvero (risolute rispetto agli elementi trasformati) 


n 
z ò dr, da, . 
Qin > Ang Ca. [217] 
. donmea PS dT; dk 
$ 13. — LEGGI DI TRASFORMAZIONE PIÙ COMPLESSE, E SCOPO DEL 
CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO. — In un cambiamento generico 


di variabili un sistema si trasforma, come abbiamo detto, in maniera 
dipendente dalla sua definizione: i casi esaminati finora sono i più 
semplici, ma possono presentarsene altri notevolmente più complessi 
dei quali vogliamo ora dare un esempio. 

Abbiamo visto che il sistema (semplice) delle derivate prime wu; 
di una funzione invariante v è covariante: passiamo ora ad esaminare 


4 i DU 4. , x 
il sistema (doppio) delle derivate prime 2° di un sistema covariante 


da; 


: 5 È dU 1. 
semplice u;; come caso particolare, se le «; sono le derivate > di 
3 da; 


una medesima funzione vu, veniamo ad includere la trasformazione 
delle derivate seconde di una funzione invariante. 
Per trovare le formule di trasformazione’ di questo sistema, cioè 


"oa dU; du; : i 
le relazioni fra le i e le va , partiamo dalla formula di trasforma- 
Li Li 


zione delle ,: 


e deriviamola rispetto a #,, pensando nel secondo membro le «, come 
funzioni delle ® per il tramite delle x. Avremo 





n n . 
dU; dar, da, du dx 
a DA a, [22] 
dr; pr dd d%; dn le d%; 0%; 

1 1 


Se mancasse l’ultima sommatoria, la legge di trasformazione 
sarebbe la covarianza: invece la presenza delle derivate seconde delle 
x rispetto alle x mostra che il sistema che esaminiamo non è nè 
invariante, nè covariante, nè contravariante, nè misto, vale a dire non 
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è un tensore: la sua legge di trasformazione è più complicata di quelle 
finora esaminate. Lo stesso avviene più generalmente per il sistema; 
costituito dalle derivate di un tensore qualsiasi. | 
Poichè occorre frequentemente di considerare le derivate, rispetto 
alle variabili indipendenti, degli elementi di un tensore covariante, 
contravariante o misto, conviene, per evitare la. complicazione 
ora accennata, sostituire ad esse alcune loro combinazioni lineari 
cosiffatte che, nelle formule di trasformazione, restino eliminati appunto 
quei termini che apportano la complicazione in discorso. È questo 
il compito del calcolo differenziale assoluto, il quale raggiunge lo 
scopo, come vedremo più innanzi, introducendo un elemento ausi- 
liario: una forma differenziale quadratica invariante. Perciò dedi- 
chiamo intanto il capitolo seguente allo studio di questo importante 
elemento. - ì 


| 


CAPITOLO V. 


Introduzione geometrica 
alla teoria delle forme differenziali quadratiche. 


a) L'elemento lineare d’una superficie. 


$ 1. — EQUAZIONI PARAMETRICHE DI UNA SUPERFICIE. — È noto 
dalla geometria analitica che cosa si intenda per equazioni parame- 
triche d’una superficie: tuttavia vogliamo qui richiamare questa 
nozione, per presentare le formule in quall'aebezto che meglio con- 
viene ai nostri scopi. 

Rappresentiamo (come faremo in tutto questo capitolo) con 
Y:: Y», Ys le coordinate cartesiane dei punti dello spazio, riferiti a tre 
assi ortogonali. Consideriamo poi una superficie, o, più generalmente, 
un pezzo di superficie c (al quale intenderemo limitate le considera- 
zioni che seguono); e supponiamo che si sia stabilita, in modo qua- 
lunque, una corrispondenza biunivoca fra i punti di o e le coppie di 
valori che si possono attribuire a due parametri %,, %, entro un certo 
campo € (di un piano rappresentativo degli argomenti #,, %,; cfr. le 
generalità del Cap. I). 

Ciò implica che i punti di o e con essi le loro coordinate carte- 
siane y, siano funzioni ben determinate (e finite) di x,, x, (nel campo 
C). Scriveremo in conformità 


. 


Y=% (2,, 42) (yv= 1, 2,3), . [1] 


ammettendo ulteriormente che le tre funzioni y, siano, in C, dotate 
di derivate continue, fino all’ordine che ci avverrà di considerare. 

Ma questo comportamento delle funzioni non basta da solo ad 
assicurare che le [1] definiscono effettivamente una superficie, cioè 
che sussista la ammessa corrispondenza biunivoca fra C e i punti 
di una porzione ‘di varietà a due dimensioni. 
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Potrebbe darsi p. es. che nelle [1] entrasse solo la somma x, + @,, 
nel qual caso la dipendenza da due parametri sarebbe solo apparente, 
essendo uno solo di essi essenziale. Le [1] definirebbero in tale caso 
un arco di curva. Per escludere simili eventualità supporremo che 
due delle equazioni [1] siano (in €) risolubili rispetto a «,, «,, talchè, 
effettuando la risoluzione, e sostituendo i valori così trovati nella 
rimanente equazione, si possa ottenere una relazione e una sola fra 
Y3 Yx> Ya; Cioè l'equazione di un’effettiva superficie. 

Ciò equivale ad esigere, che la matrice funzionale delle [1] 
abbia la caratteristica 2. Allora le [1] rappresenteranno effettivamente 
le equazioni parametriche di un pezzo di superficie 6; e si potrebbe di- 
mostrare che, limitando, se occorre, il campo € ad una sua parte 
conveniente I (intorno di un punto scelto ad arbitrio), la porzione 
di superficie che così rimane circoscritta è proprio tale che ad un suo 
punto qualsiasi corrisponde uno ed un solo sistema di valori dei pa- 
rametri del campo T. Perciò, con questa limitazione qualitativa 
circa il campo — che considereremo sempre di tipo I — in cui si 
fanno variare i parametri «,, x,, è ben giustificato di chiamarli coor- 
dinate curvilinee sulla superficie o, definita dalle [1]. 

Dando ad x, un valore costante, e facendo variare x,, si ottengono 
tuttii punti di una linea, che diremo linea x, = cost, 0 linea x,, 0 anche, 
più brevemente, 2 (perchè su di essa varia la sola x,); analogamente 
definiremo le linee x, = cost, 0 linee x,, ovvero anche soltanto 1, come 
quelle su cui varia la sola x,. Così potremo pensare la nostra su- 
perficie (o regione di superficie) c coperta di un doppio reticolato 
di linee (linee coordinate), tali che per ogni punto ne passano due, e 
due sole (una linea «, e una %;). 


$2. — ESPRESSIONE DEL ds°. — Fissiamo ora su o due punti, 
P e P', infinitamente prossimi: le loro coordinate curvilinee siano in 
conformità 
Li, + da; (i=1,2), 
e, subordinatamente alle [1], 


Yo yy + dy, i (y=1,2,3), 


le rispettive coordinate cartesiane. 
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Notiamo che, per assegnare un punto P di c, si possono dare 
arbitrariamente (entro T) le due coordinate «,, #,; e così, per passare 
a P', i due incrementi da,, da,. 

Le y sono definite dalle [1], sicchè i loro differenziali rimangono 
legati ai da dalle 

/4 


dyy =") 2% da, (W=1,2,3), DI 


che si ottengono differenziando le [1]. 
Calcoliamo la distanza P P' = ds, 0, perchè più immediato, il suo 
quadrato 


3 
ds = 5, dyi. 
1 


Sostituendo per i dy le [2], avremo 


2 3 
à Ò dY, è 
04 °%y de; da, = dx; day 0% MAR 
ile dx; d&x dk v d Xi da, 
î 


da cui, di 


dip 37 — — . [3] 


(con che definiamo un importantissimo sistema doppio, simmetrico, 
di funzioni regolari delle x), risulta 


du 


2 


ds = ) din da; de, . [4] 
i 


1 


Questa forma quadratica, che è, come vedremo, fondamentale 
per lo studio delle proprietà metriche delle nostra superficie, gene- 
ralizza. ovviamente l’espressione 


ds? = da? + dy? 


che dà, in coordinate cartesiane x, y, la distanza di due punti infi- 
nitamente vicini di un piano. 
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Mostreremo ora che la [4] è una forma definita positiva, cioè che 
non diviene mai nè nulla, nè negativa, qualunque siano i valori (reali 
e non nulli) che si attribuiscono ai dx. Che non divenga negativa, 
si vede subito, ricordando che essa non è che la somma dei quadrati 
dei dy, i quali sono sempre reali, se tali sono i da. Perchè poi si annul- 
lasse, bisognerebbe che si annullassero tutti i dy, il che faremo vedere 
che non può essere, per uno spostamento effettivo (dae, e da, non 
contemporaneamente nulli). 

Infatti, proviamoci a supporre che sia 


dy, = dy, = dy, = 0. 


Queste si presentano, in base alle [2], come 3 equazioni (lineari) 
omogenee in dx,, dx,. Perchè due qualunque fossero soddisfatte da 
valori non nulli di queste variabili, bisognerebbe che fosse nullo il 
relativo determinante: da ciò concluderemmo, poichè la coppia di 
equazioni scelta è arbitraria, dover esser nulli tutti e tre i determinanti 
funzionali (del secondo ordine) delle y rispetto alle x, ciò che contrad- 
dice l’ipotesi che la matrice funzionale abbia caratteristica 2. Del 
resto, si poteva senz’altro applicare il teorema generale relativo ai 
sistemi lineari omogenei, secondo cui il numero delle soluzioni indipen- 
denti è la differenza fra il numero delle incognite e la caratteristica 
della matrice dei coefficienti: nel caso nostro, 2—2 = 0. 

Dimostrato così che la forma quadratica di cui parliamo è defi- 
nita, ne segue, in virtù di un noto teorema sulle forme quadrati- 
che ('), che il determinante 


a=l|@x]| 
(!) Ecco il teorema. Sia 
una forma quadratica defimita, in n variabili: dimostreremo che i) suo discriminante a 


non può essere nullo. 
Infatti, posto 


la © diviene 
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formato coi coefficienti del ds? (detto discriminante della forma) è di-. 
verso da 0; anzi, quando si tratta, come nel caso nostro, di forme 
definite positive, risulta specificamente a > 0. 

Un’ultima osservazione, immediata ma notevole, dobbiamo 
fare riguardo alla forma fondamentale [4]: che cioè il sistema delle 
a; è covariante rispetto a trasformazioni qualsivogliono delle varia- 
bili ®,, x, (con che resterà giustificato l’aver posto in basso gli indici 
i, k). La covarianza risulta senz’altro, in virtù di una osservazione 

. fatta nel cap. precedente ($ 12), dall’invarianza della forma quadra- 
tica ds. 


$3. — CARATTERIZZAZIONE DELLE DIREZIONI SPICCATE DA UN 
PUNTO GENERICO. — Nello spazio Y,, Y,, Y;, una direzione spiccata 
da un punto generico P, si può pensare individuata per mezzo di un 
segmento infinitesimo avente un estremo in P, o se si vuole, per mezzo 
di un altro punto P’, infinitamente vicino a P, o ancora, il che torna 
lo stesso, per mezzo di uno spostamento infinitesimo attribuito a P. 

Ora supponiamo che P appartenga a oc, e consideriamo le dire- 
zioni, spiccate da P, e tangenti alla superficie: ad individuarle, 
occorreranno punti P’, infinitamente vicini a P, e appartenenti a 6; 
se quindi diciamo ,, x, le coordinate (superficiali) di P, potremo in- 
dividuare P' con le coordinate (superficiali). 


a+tda,, C+da,. 


Pertanto ad ogni coppia dx,, da, corrisponde una (ed una sola) 
direzione tangenziale spiccata da P. Invece ad una direzione corri- 
spondono infinite coppie di differenziali, che differiscono per un fattore 


ora, se fosse a = N), si potrebbe render 5 = 0 senza che fossero nulle tutte le x (contra- 
riamente all'ipotesi che la forma sia definita); basterebbe a' tal uopo render nulle le y, 
risolvendo le n equazioni lineari omogenee 


n 
ZL, @;,%,= 0 (î= 1,2,..., n) 
1 
(le quali sarebbero risolubili con valori non tutti nulli delle x, qualora fosse @ = 0). 
Per le forme definite positive anche a risulta necessariamente positivo. Lo si 
riconosce, immaginando per es. di ricorrere a una delle infinite sostituzioni lineari 
(reali) che riducono © a forma canonica [=fr. per es. BrancHI, Lezioni di geometria ana- 
litica, Pisa: Spoerri, 1920; Appendice, pp. 571-592] È evidente che una forma posi- 
tiva la quale contiene soltanto i quadrati delle variabili ha il suo discriminante 
a > 0. Ma fra l’a originario e @ passa la relazione a= @A?, designando A il determi- 
nante della sostituzione lineare. Si ha quindi necessariamente. anche a>Q0, c. d. d. 
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di proporzionalità positivo poichè la lunghezza ds del segmento PP’, 
che si è scelto a individuare la direzione, è a priori arbitraria (purchè 
infinitesima). 

Per rendere biunivoca la corrispondenza, assumeremo, per indi- 
viduare una direzione, in luogo dei differenziali, le quantità ad essi 
proporzionali 
da, 
ds 





qail— —! , = 


(che non si alterano, moltiplicando dx, e dx, per uu fattore positivo &, 
poichè, come risulta dalla [4], anche ds resta allora moltiplicato per k). 

Queste quantità si dicono parametri della direzione e si riducono 
ovviamente a coseni direttori, nel caso in cui la superficie o sia piana 
e «,, %, rappresentino coordinate cartesiane ortogonali. I parametri 
non sono indipendenti, ma legati dalla relazione 


2 
Ta 0 XV =1 (5) 


che si ottiene subito, dividendo la [4] per ds", e che fa riscontro alla 
nota identità del piano euclideo (somma dei quadrati dei coseni = 1). 
Poichè ds è invariante e i dx contravarianti, i parametri sono pure 
contravarianti (il che giustifica l’aver posto l’indice in alto). 

Invece dei parametri, si usano talvolta due loro combinazioni 
lineari indipendenti, e precisamente 


2 
dà, = Tn Qin N° (i=1,2),. [6] 


che si chiamano momenti. Dacchè le a; costituiscono ($ prec.) un 
sistema covariante doppio, e i parametri (come si è osservato or ora) 
un sistema contravariante semplice, i momenti risultano covarianti 
(cfr. Cap. prec., $ 10). 

Come abbiamo dimostrato nel $ prec., il determinante a è diverso 
da 0: le [6] si possono pertanto risolvere, ottenendo le formule 


2 i 
N= Za (67 


che danno i parametri per mezzo dei momenti. Fra gli uni e gli altri 
passa poi una relazione bilineare particolarmente semplice e note- 
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vole, che è immediata conseguenza delle posizioni [6], e della [5]. 
Infatti, moltiplicando la [6] generica, relativa all’indice ?, per 2, e 
sommando rispetto all’indice è (da 1 a 2), si ha, in virtù della [5], 


2 
DN; =1. 5] 
n i 


Di qui risulta-immediatamente che anche i momenti sono legati 
da una relazione quadratica. Basta, nella [5°], sostituire alle Y le risol- 
venti [6°], con che 


+ ik 
Tu ar = 1. 15") 


$ 4. — ANGOLO DI DUE DIREZIONI. CONTRAVARIANZA DELLE a'”, — 
Consideriamo due direzioni superficiali uscenti da un medesimo punto 
P: le denoteremo con X e y, intendendo con questi simboli, più pre- 
cisamente, i due vettori unitari che caratterizzano quelle direzioni: 
i parametri e i momenti di X saranno designati con X, A; rispettiva- 
mente; e in modo analogo quelli di u. Vogliamo ora trovare, in 
funzione di questi parametri (o momenti) angolo 5 formato dalle 
due direzioni. 

I coseni direttori di X saranno, se indichiamo con dy,, dx; l’incre- 
mento delle coordinate y,,%;, rispettivamente, per uno spostamento 
ds lungo A, 


2 2 
D_S dyy da; _ dii (v=1,2,3). 7 
08° Lai dr; ds ; da; di Le] 
1 1 


Analogamente, indicando con il simbolo è gli incrementi delle 
coordinate per uno spostamento ès lungo p, avremo, per i coseni 
di questa direzione, 


2° 2 ; 
ò dy, da d 
de = CIV a 0Yy De (77) 
ds x dx ds x dx 

1 1 











eis 


Allora, come insegna la geometria analitica, avremo 


3 


3 2 
seta dy, dYyy _ dYy Ya ua 
—- ds ds cr Loi d%; dd 
2 3 
pa x ul d% dYy 
Te b) 
dh Vv dai d®, 
TI aa 


2 
cos s — Zi dig N PF. [8] 


e infine 


Sostituendo in luogo di u*, o di X‘, o di entrambi, le loro espres- 


sioni per mezzo dei momenti, si hanno per cos S le espressioni equi- 
valenti 


2 
co8S= SN, x [81] 

5 a + SE Hei TELI 

2 A to . i 
conda Sid © [817] 

1 i 

. 2 : 
coss = D,, Wp, . di 

1 


L’ultima di queste formule ci offre il modo di far notare che la 
notazione a‘ è conforme non solo alla convenzione relativa al modo di 
indicare gli elementi reciproci, ma altresì alla consuetudine di porre 
in alto gli indici di contravarianza. Poniamo infatti 


ui = i ds 3 Un = by 88 - (i,k=1,2), 


e osserviamo che le ,v sono variabili indipendenti (non legate fra 
loro come le X e le u); d’altra parte la [8'"”] si può scrivere 


SE Di 
ds Ss cos $ — Sg au; ta, 
1 


e dall’essere invariante il primo membro, e il secondo costituito da 


una forma bilineare in variabili covarianti arbitrarie, si riconosce la 
contravarianza delle a’. i 
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Se si vuol esprimere >: per mezzo del suo seno conviene osservare 
che, effettuando per righe il prodotto 


LS x | pda LI 


A 


2 


e tenendo presenti la [5] e la [87], [8"], si ottiene 





leer, 
sins =] Rei | [9] 
ie! bk, |Bi Ho 


dove va dato al radicale il segno +, perchè l’angolo 5 di due direzioni 
è sempre, per sua definizione, < 7, e quindi sin 5 > 0. 

L’espressione [9] si può, volendo, trasformare, osservando che 
si ha, come è facile verificare, 











jd da, dyy 4g Î 2 MIA: 
S| . = a 
[Pa By la; dog | u! pu? ui ui? | 
e quindi i 
_ (at 28] 
MILIONE 9; 
od anche 
° dt 0) 
sinS= — |! 2| È 9”) 
V 4 | By By] k 


sempre coll’intesa che il radicale /4 abbia il suo valore aritmetigo. 


$ 5. — TENSORI ASSOCIATI, E IN PARTICOLARE RECIPROCI. EsEMPIO 
TIPICO OFFERTO DAI PARAMETRI E MOMENTI DI UNA STESSA DIRE- 
ZIONE. — Dato (con referenza alle variabili x,, x,) un tensore generico 


hy ha... hy, 


da tgen» im 
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di rango m + &, se lo si compone coi coefficienti a, del nostro ds?, 
si può portare uno qualunque degli indici h, diciamo per es. h,, 
dall’alto in basso, ottenendo 


che è un tensore dello stesso rango, avente. però un indice di cova- 
rianza di più e uno di contravarianza di meno: l’indice A, Analo- 
gamente, componendo invece col sistema contravariante doppio 
costituito ($ prec.) dagli elementi reciproci a’, si può portare in alto 
uno qualunque degli indici di covarianza, per es. î,. Basta porre 


con che il sistema C risulta ancora un tensore dello stesso rango. 
Queste operazioni di composizione possono manifestamente ripe- 

tersi, in modo da spostare (anzichè un solo) più o anche tutti gli 

indici del tensore dato. Tutti i tensori che così si ottengono si dicono 


ra hihy...h nata ; x < 
associati deltensore A **'’ *, l’associazione risultando così subordi- 


disin.. im 


nata ad un dato ds?. In particolare il tensore 


kyky-.. ky 


vi ) Ù di giri imd 
— GER 3. I ANI Ape Uykybj, i... im? 
1 Fifa << Îmn ks ka.» ku 4 h 


che ha per indici di covarianza quelli che in A figurano come indici 
di contravarianza, e viceversa, si chiama reciproco, la denomina- 
zione essendo giustificata dal carattere involutorio (come Z è reci- 
proco di A, così A loè di Z). Ciò si mette formalmente in evidenza 
immaginando di risolvere rispetto alle A le precedenti formule di 
definizione del sistema Z. 
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Un esempio, particolarmente semplice e notevole, di sistemi 
reciproci è offerto, in base alle [6] e [6°], dai parametri e dai mo- 
menti di una stessa direzione. 


Osservazione I. — Nella definizione dei tensori associati ad uno 
generico A, interviene essenzialmente un dato ds? (pel tramite dei 
coefficienti a,, e loro reciproci a’). Quando convenga mettere in 
rilievo questa circostanza, si specificherà dicendo tensore o tensori 
associati rispetto al ds?, di cui si tratta. 


Osservazione II. — Il sistema covariante doppio, simmetrico, a;x 
e quello contravariante degli elementi reciproci a’, con cui si costrui- 
scono, per composizione, i tensori associati, potrebbe manifestamente 
essere fornito, anzichè dai coefficienti del ds?, da quelli di un’altra: 
qualsiasi quadrica invariante 9 (purchè soltanto irriducibile, sì che 
esista la reciproca). Si avrebbero allora sistemi associati, rispetto 
alla quadrica @. 


Osservazione III. — Importa rilevare fin d’ora che la nozione di 
sistemi associati vale senz’altro per quante si vogliono variabili 
X,} Ca... %,. Basta supporre che gli indici comportino i valori 
1, 2,..., n, fungendo, per es., da elemento ausiliario una forma dif- 


n 
ferenziale quadratica (irriducibile) gd = Si; ax de; de, in n, anzichè 
1 


in due variabili. 


$ 6. — VETTORI SUPERFICIALI. — Sia R_ un vettore non nullo 
spiccato da un punto P della superficie c, tangenzialmente a questa: 
lo diremo vettore superficiale o tangenziale, e potremo individuarlo 
mediante le sue componenti cartesiane Y,(v= 1,2,3) oppure, più 
conformemente al suo carattere di ente intimamente collegato alla 
superficie, per mezzo della sua grandezza È e della sua direzione, carat- 
terizzata questa dai suoi parametri X° (o dai suoi momenti X;). Queste 
tre quantità non sono indipendenti, poichè i parametri (oi momenti) 
sono legati dalla nota identità: il vettore è quindi caratterizzato da 
due quantità essenziali. Torna comodo, in conformità, rappresentarlo 
mediante le due grandezze indipendenti 


R= Ri (î = 1,2) [10] 


8 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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oppure le altre due i 
ER; = Rx [10'] 


che si dicono componenti contravarianti, o rispettivamente covarianti, 
del vettore. . 
Esse costituiseono manifestamente due sistemi reciproci, tali 
‘ essendo ($ prec.) parametri e momenti da cui, a norma delle 
[10], [10'], le R, e R' differiscono soltanto per un fattore comune R. 
Da esse si può ricavare È per mezzo delle identità, 


2. 

Tin Uix k' ER" = R°, [11] 
2 ; ” 
Lin al R; R, = R', . [11] 
2 » 

T: È; R'-= RI, (11”] 


(che non sono che la [5], la [5'] e la [5"”}, moltiplicate per £°) e poi, 
per mezzo di [10] e [10°] risalire alle X° o X;: così si vede che il vettore 
è completamente individuato dalle sue componenti contravarianti 
(o da quelle covarianti). 

Per legare le componenti contravarianti alle componenti Y, 
rispetto agli assi cartesiani Y,, Y,, Y;s Conviene ricordare che i coseni 
della direzione di parametri X° sono dati dalla [7], e quindi le Y, (che 


sono uguali a questi coseni moltiplicati per È) sono date da 


0%) Db; 
o ) — Ri. [12] 
id%; 
n] 


È poi ovvio che dalle componenti contravarianti si possono otte- 
nere quelle covarianti, e viceversa, per mezzo di formule perfetta- 
mente analoghe alla [6] e alla [6'], e che si otterrebbero da queste 
moltiplicandole per È. 

Se si tratta di vettori nulli, aventi cioè lunghezza & nulla e 
direzione indeterminata, si,è in primo luogo. condotti, per rendere 
soddisfatte anche in questo caso limite le [10], [10'], ad assumere 
Ri=0, R,= 0. Con ciò seguitano a valere anche tutte le altre ([11], 
[11°], ecc.), come si verifica immediatamente, constatando che se ne 
annullano entrambi i membri. 
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Analogamente, possiamo trovare delle semplici espressioni per 
il prodotto scalare di due vettori (superficiali) R, V, ricordando che, 
se 3 è l’angolo dei due vettori, si ha : 


Rx V= RVeoss. © [13] 


Infatti, considerando dapprima il caso generale di due vettori 
entrambi diversi da zero, ove siano X e p i versori rispettivi, dalla 
[8], moltiplicando per EV, si ha 


RxV=- ET, [14] 


mentre formule analoghe si ricaverebbero da [8], [8/7], [8]. 

L’espressione [14] del prodotto scalare seguita a valere, come 
la [13], anche quando uno o entrambi i vettori sono nulli, andando 
allora a zero sia il prodotto scalare (per definizione) che i secondi 
membri. 


$7. — PARAMETRI E MOMENTI DELLE LINEE COORDINATE. ELE- 
MENTO DI AREA. — Procuriamoci le espressioni dei parametri relativi 
alla direzione di una linea coordinata, p. es. la linea «, (cioè #, = cost), 
considerata nel verso delle x, crescenti. Per uno spostamento infini- 
tesimo in questa direzione, è 


de,=0, ds = a, do +20,40, da, + a, di = a da. 


Essendo ds positivo per sua natura, e da, per ipotesi, estraendo 
da quest’ultima formula la radice quadrata, si ha 


ds=V a, de, , 


dove il radicale va preso positivamente. Con tale intesa risulta 





n= 0. [15] 
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Affalozamiante; i parametri della linea 2, nel verso delle x, cre- 
scenti, saranno 





a 157) 





Dalla [8], o dalla [9'], ponendovi le espressioni ora trovate, pos» 
siamo ottenere l’angolo £2 formato dalle due direzioni coordinate. 








Avremo 
così = —le_, [16] 
V di dog 
sino VS. (167) 
V dA dog 


Si vede dalla [16] che condizione necessaria e sufficiente perchè 
le coordinate %,, x, siano ortogonali, è che sia a,,=0. 

Consideriamo un elemento infinitesimo di superficie, ottenuto 
spiccando da un punto P due segmenti infinitesimi ds, $s lungo le 
linee coordinate, e completando il parallelogrammo: l’area di questo 
sarà 


Vada, da,. [17] 





do = ds ds sinQ=V a, dag.Va, da,. r7= = 


li dog 


$ 8. — OSSERVAZIONE FONDAMENTALE (DI GAUSS) CIRCA LA GEO- 
METRIA INTRINSECA DI UNA SUPERFICIE. — Siamo ora in grado di 
fare un’osservazione la quale metterà in luce tutta l’importanza che ha 
la forma quadratica [4] nello studio della superficie. Per far ciò, fis- 
siamo prima con considerazioni intuitive il concetto di geometria 
intrinseca d’una superficie. 

Si materializzi il concetto di superficie, pensando ad un foglio 
di materia flessibile ed inestensibile, su cui si possano disegnare delle 
figure: si possa deformarlo, curvandolo e piegandolo in infiniti modi, 
ma non mai lacerarlo iù dilatarto. Le figure disegnate su tale super- 
ficie verranno assumere, in conseguenza delle deformazioni di 
quella, diverse configurazioni spaziali: tuttavia alcune loro pro- 
prietà rimarranno invariate. Per esempio, se due linee si tagliano, 
esse conservano questa proprietà comunque si deformi il foglio: la lun- 
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ghezza di un tratto di linea resta la stessa, e quindi la distanza di 
due punti, contata sulla superficie (cioè lungo la più breve linea 
superficiale che li congiunge) non varia; così pure hon varia l’angolo 
di due linee, che si incrocino in un punto, ecc. Brevemente, tutte 
quelle proprietà nelle quali non intervengono enti estranei alla super- 
ficie (0, come suol dirsi, quelle che si possono studiare senza uscire da 
questa) sono indipendenti dalle deformazioni della SEerHoie, e costi- 
.tuiscono la sua geometria intrinseca. 

Anche nella geometria elementare abbiamo esempi di tal genere: 
la geometria piana si può costruire, e per lo più si costruisce tutta, 
senza far uso di punti esterni al piano, ed è quindi intrinseca di tal 
superficie: essa vale (almeno in regioni convenientemente limitate) 
anche se il piano si piega, o si avvolge su un cono o un cilindro. 

Ora si ponga mente al fatto che gli elementi fondamentali per 
lo studio delle proprietà metriche di una figura sono: la distanza di! 
due punti infinitamente vicini, e l'angolo di due direzioni. Difatti, 
la lunghezza di una linea qualunque si ottiene per integrazione da 
quella dei suoi elementi infinitesimi, l’area di una figura si può calcolare 
decomponendola in parallelogrammi elementari, ecc. Ora le formule 
[4] e [8] (0[8/], ecc.) ci forniscono appunto quei due elementi fonda- 
mentali per lo studio della geometria intrinseca d’una superficie, ogni 
qualvolta siano conosciuti i coefficienti del ds? (in funzione delle x): 
questi coefficienti dunque caratterizzano le proprietà metriche (intrin- 
seche) della superficie, e sono invarianti in qualsivoglia deformazione di 
questa (senza dilatazioni). Da ciò l'interesse particolare che presentano 
tutti quei teoremi, di cui si può dare una espressione analitica invol- 
gente solo le coordinate superficiali x e i coefficienti a;, della forma 
fondamentale: essi esprimono proprietà pertinenti alla geometria intrin- 
seca della superficie. L'introduzione nella matematica di questo concetto, 
e la osservazione fondamentale che ad esso si riferisce, sono dovuté 
a Carlo Federico Gauss. 


$9. — CENNO SULLE SUPERFICIE SVILUPPABILI. — Si chiamano 


sviluppabili quelle superficie che, supposte fiessibili e inestensibili, 
possono esser portate a coincidere con una regione di piano, senza 
lacerazioni nè duplicature: esempi, il cilindro e il cono, e qualunque 
superficie formata di più pezzi di piano. La geometria intrinseca di 
tali superficie è identica, come si è visto nel $ prec., a quella del piano, 
e l’elemento lineare di esse può assumere le stesse forme di quello 
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del piano (per es., può assegnarsi un sistema di coordinate spes 
ficiali, tale che dsl = da' de dui). 


Si consideri una semplice infinità di piani (che possono pensarsi 
rappresentati da un’equazione lineare nelle coordinate cartesiane Y,, Y», 
Y,, i cui coefficienti siano funzioni continue di un parametro «). L’invi- 
luppo di questa famiglia è una superficie sviluppabile, di cui quelli sono 
i piani tangenti. Questa proposizione può rendersi intuitiva con le 
seguenti considerazioni infinitesimali. Siano @,, @,, @, ,... piani della 
famiglia, corrispondenti a successivi incrementi infinitesimi del para- 
metro ; diciamo g, l'intersezione di è, con è,, g, quella di é, con È, 3 
e così via. 

Il luogo geometrico di tutte queste rette, è, per definizione, la 
superficie inviluppo: le rette g,, 9,... diconsi le sue caratteristiche o le 
sue generatrici: ognuno dei piani é ne con- 
tiene due, racchiudenti fra loro un angolo 
infinitesimo (v. fig. 1), e l’inviluppo può pen- 
sarsi costituito da queste infinite regioni 
piane infinitesime. È chiaro allora come 
possa realizzarsene lo sviluppo, per mezzo 
di successive rotazioni intorno alle genera- 
trici g,, 9s;.- 

Avremo occasione fra poco di conside- 
rare l’inviluppo di una particolar famiglia 

Fig. 1. (ad un parametro) di piani, e precisamente 

di tutti i piani tangenti ad una superficie 

qualunque o, lungo una sua linea prefissata 7. L’inviluppo di questi 
piani è una superficie sviluppabile cr, che si chiama la sviluppabile 
circoscritta a o lungo T; poichè i piani tangenti a o lungo 7, sono 
anche tangenti a cr, ne risulta che la sviluppabile circoscritta è tan- 
gente a o lungo la linea 7. \ 





(gui 

2 FI ti 1g NAADIA ha 

b) Parallelismo superficiale. iouda ento) si 
+ oro al 





$ 10. — DEFINIZIONE GEOMETRICA. —- Nella geometria piana 
euclidea è ben noto come, fissati due punti P, P,, ad ogni direzione 
spiccata da P ne corrisponda una, e una sola, spiccata da P,, paral- 
lela alla prima. Ci proponiamo ora di estendere questa nozione dalla 
geometria intrinseca del piano a quella di una superficie duninanca o. 


been a 
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Consideriamo a tal uopo un punto P di o, il relativo piano tan- 
gente @ e una direzione generica, spiccata da P tangenzialmente a 0, 
e quindi contenuta in é: penseremo individuata la direzione mediante 
il corrispondente versore (vettore unitario) u, e in conformità diremo | 
semplicemente direzione u, anzichè direzione il cui versore è u. Sieno i 
ancora P, un altro punto qualsiasi di 0, e è, il piano tangente in P.. 
Se la superficie o è sviluppabile, si può ovviamente stabilire fra 
le direzioni uscenti tangenzialmente da Pe le analoghe uscenti da P, 
una corrispondenza, che diremo per parallelismo, chiamandosi parallela 
i: ad u în senso superficiale quella u,, che diviene parallela ad u in 
i senso ordinario, quando si fa lo sviluppo .di o sopra un piano. 
Un tale criterio vien meno nel caso di una superficie o non svi- 
luppabile (anche del tipo più elementare, come ad es. la sfera), ed è 
naturale di cercarne una generalizzazione adeguata. Vi si è condotti 
nel modo più spontaneo purchè agli elementi posizionali già presi 
in considerazione (i quali sono sufficienti senza ulteriore specificazione 
per le superficie sviluppabili) si aggiunga una legge, a priori arbitraria, 
‘ di concatenamento, raffigurandosi P, come proveniente da P attra- 
. verso una determinata curva T T di c (curva di trasporto). 
L Con referenza a questa T,s si può allora definire il trasporto per 
i parallelismo da P a P, nel modo seguente. Si consideri la sviluppa- 
i bile circoscritta a o lungo 7: questa superficie, che chiameremo cr, è, 
#i come sappiamo, tangente a c lungo la curva data, e, in particolare, 
; in Pe P,, onde le direzioni tangenziali a c, spiccate da questi due 
1 punti, sono anche tangenziali a or: potremo allora assumere come defi- 
i nizione di parallelismo superficiale su o lungo la 7, quello subordi- 
i nato dalla sviluppabile or, convenendo di chiamare parallela in P. ad 
una direzione generica (superficiale) u in P lungo la linea T, la direzione 
(superficiale) u, che, sulla sviluppabile cr, è è parallela a a u nel senso 
i poc'anzi definito (3). 









$ 11. — PRIME CONSEGUENZE. EQUIPOLLENZA (SUPERFICIALE) DI 
VETTORI. --- Conseguenza necessaria della precedente definizione è che 
(a differenza di quanto accade per le sviluppabili) la direzione u,, 
superficialmente parallela ad u in P, mon è univocamente determinata 


(1) Un tracciamento, per così dire automatico, delle direzioni parallele si può con- 
seguire assai semplicemente mediante rotolamento (della superficie c sopra un piano). © 
Cfr. Persico, Realizzazione cinematica del parallelismo superficiale, Rend. della R. Acc. Lu 
dei Lincei. vol. XXX (2° semestre 1921), pp. 127-128. / sali 
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dai soli dati P, u, P,, ma in generale dipende anche dalla curva di 
trasporto. Sotto questo aspetto, la nozione geometrica di parallelismo 
sì può ravvicinare a quella fisica di lavoro, in cui interviene l’integrale 
di un’espressione della forma X, dx, + X, dx, {dove €,, x, sono coor- 
dinate, di qualsiasi specie, dei punti di oc), integrale che dipende, in 
generale, dalla linea 7 di integrazione: solo nel caso particolare che 
X, dx, + X, dx, sia un differenziale esatto, questa dipendenza non ha 
più luogo. 

Tornando al parallelismo lungo 7’, conviene rilevare in primo luogo 
che nel trasporto sî conservano gli angoli, cioè se a, b soro due generiche 
direzioni superficiali in P, le loro parallele superficiali in P,, a,, b,; 
formano il medesimo angolo. Ciò risulta evidente, se si considera che, 
nel piano su cui si sviluppa cr, si ha parallelismo in senso ordinario, e 
che d’altra parte l’operazione di sviluppo non altera gli angoli. 

Nelle considerazioni istituite finora ci siamo riferiti unicamente 
alle direzioni, considerando i corrispondenti versori. È chiaro che la 
stessa costruzione con cui si passa da u ad u, può essere applicata 
ad un vettore (tangenziale) R di lunghezza qualsiasi È (non unitaria). 
Se u è il corrispondente versore, si ha R = Ru, e se ne trae un vet- 
tore R, = Ku,, cioè un vettore applicato in P,, avente la stessa lun- 
ghezza di R e per direzione quella della parallela superficiale u.. 
Diremo, come è naturale, che R ed R, sono vettori (superficialmente) 
equipollenti, con referenza al cammino 7. In sostanza questa nozione 
di equipollenza SHIA si conduce: senz'altro al parallelismo, 


ed ed hanno la. stessa lunghezza. — 

Un cenno particolare, nei riguardi del parallelismo, merita il caso 
che la curva di trasporto 7 sia una geodetica (!) di o. Essa è allora geo- 
detica anche ribetto a or. Per convincersene, basta pensare che c e or 
hanno gli stessi piani tangenti lungo 7, e quindi, se i vari piani oscu- 
latori di 7 risultano normali ad una della due superficie, lo sono pure 
all’altra. Nello sviluppo, la geodetica 7 diviene una retta (come ri- 


sulta immediatamente dalla sua proprietà caratteristica di segnare 


() Ricordiamo che si chiama così ogni linea di 0, che abbia in ogni punto il 
piano osculatore perpendicolare al piano. tangente di c. Le linee che segnano il più 
breve percorso (sulla superficie) fra due punti dati, godono sempre tale proprietà: 
d'altra parte, anche la proposizione reciproca — sotto certe restrizioni — è vera; perciò 
per definire le geodetiche si adotta talvolta l’uno, talvolta l’altro criterio. Torneremo 
in seguito su tali questioni (cfr $ 23). 
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il minimo percorso fra due suoi punti qualunque) e le direzioni u 
e u,, che, per effetto dello sviluppo, divengono parallele nel piano, 
‘(formeranno con tale retta angoli uguali. Poichè lo sviluppo non altera 
gli angoli, ne concluderemo che direzioni parallele su o lungo una 
geodetica, formano con questa geodetica angoli eguali (+). In particolare, 
se la u coincide con la direzione di 7 in P, anche la wu, coinciderà 
con la direzione di T in P,, cioè le direzioni di una geodetica, nei 
vari suoi punti, sono tutte parallele (lungo la geodetica stessa); breve- 
mente, le geodetiche sono curve autoparallele. Da queste stesse consi- 
derazioni risulta che l’autoparallelismo è proprietà caratteristica delle 
geodetiche, e può servire a definirle (?). 


$ 12. — TRASPORTO INFINITESIMO. FORMA DIFFERENZIALE DELLA 
LEGGE DI PARALLELISMO. — Supponiamo in particolare P. infinita- 
mente vicino a P, riducendo il cammino 7 all’arco elementare PP. 
(che, a meno di infinitesimi d’ordine superiore al primo, rimane univo- 
camente determinato dagli estremi). Per avere lo sviluppo, basta in 
tal caso far subire al piano é, una rotazione elementare attorno alla 
retta r, secondo cui esso interseca @. La direzione di tale retta —- 
notiamolo per incidenza —-dicesi conîugata della direzione PP,, (in P 
o in P,; ciò che è lo stesso, a meno di infinitesimi). Indicheremo 
con — w il vettore (infinitesimo), parallelo ad r, che rappresenta, in 
grandezza, direzione e verso, la rotazione elementare mediante cui si 
adagia &, su ®. Sarà allora © la rotazione elementare che fa ripassare èi 
dal piano di sviluppo è alla sua effettiva posizione di piano tan- 
gente in P,. Se KR è vettore generico (tangenziale) spiccato da P, per 
‘avere l’equipollente R, in P,, si spiccherà da .P,, quando questo si trova 
nel piano di sviluppo, il vettore equipollente (nel senso ordinario) 
a R, e poi si ricondurrà il piano è: alla sua posizione primitiva, tra- 
sportando con esso il vettore descrittovi, talchè il vettore R, non è 
altro che R, cui si è fatta subire (oltre a una traslazione, che non ci 


(1) Assumendo questa proprietà come definizione del parallelismo superficiale, si 
può trarne, per la sfera, una elegante genesi geometrico-cinematica, da cui discendono 
varie altre proprietà in modo espressivo. Cfr. G. CorBELLINI, Genesi cinematica intrin- 
se:a del parallelismo di Levi-Civita, Rend. della R. Acc. dei Lincei, vol. XXXII (1° se- 
mestre 1923), pp. 72-76. i i 

(2) Si riconosce in questo enunciato una ovvia estensione a superficie di natura 
qualsiasi dell’intuizione primordiale della retta, espressa da Euclide con le parole 
eUsizla  ypaupi doriv Aris #5 faou toi; io" aòtfiz anpàtors xeîrar (linea retta è quella che 
giace ugualmente rispetto ai suoi punti). 
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interessa se consideriamo il vettore indipendentemente dal suo punto 
di applicazione) la rotazione è. Dai primi elementi di cinematica 
dei sistemi rigidi si ha allora, per il divario dei due vettori R, ed R, 
cioè per l’inecremento (vettoriale) 4R che subisce il vettore R nel tra- 
sporto per parallelismo da P a Pi, 


Siccome tanto @ che f sono vettori appartenenti a è l'incremento 
dR risulta perpendicolare a questo piano (0, in particolare, nullo) (*). 
Ora faremo vedere che questa condizione, unita all’altra che 
R, sia un vettore tangenziale, cioè appartenga a @,, individua comple- 
tamente il vettore R., talchè, come definizione {diferenziale) del 


parallelismo superficiale, si può assumere quella contenuta nelle 
relazioni geometriche seguenti, in cui con # si indica la normale a @: 


dRin, 118] 
Rò, . 


Si pensi infatti che deve risultare 
R = R, Se aR ’ 


cioè il vettore f deve essere decomponibile in un componente lt, 
parallelo a un piano dato, e in un altro, — 4dR, parallelo a una dire- 
zione data (non contenuta in quel piano); tale decomposizione, come 
è noto, può effettuarsi in un modo solo (?). 


$ 13. — CARATTERE INTRINSECO DELLA NOZIONE DI PARALLE- 
LISMO. — Tornando al trasporto per parallelismo lungo un arco 7, 
di lunghezza finita, si vede subito che, se si tratta di un arco di geode- 


. 


(4) Quest'ultima circostanza si presenta ‘quando R abbia la direzione di ©, cioè 


la coniugata di /#P,: in questo caso, e in questo solo, la parallela superficiale A, coin- 
cide con la parallela euclidea. L’osservazione è dovuta al prof. E. BomPraNI, che se ne 
è valso per generalizzare la teoria dei sistemi coniugati alle superficie appartenenti a 
spazi non euclidei; cfr. Atti del R, Ist, Veneto, T. LXXX, 1921, p. 1120. 

(2) Interessanti conseguenze geometriche, relative specialmente al caso delle su- 
| perficie rigate, e all’interprétazione della seconda forma fondamentale per una super- 
ficie qualunque, sono state segnalate dal sig. A. MyLLER in alcune note dei Comptes 
Rendus. Cfr. 'T. 174 (1922), pp. 997-998; T. 175 (1922), pp. 939-941: T. 176 (1928), 
pp. 483-485; T. 178 (1924), pp. 1954-1956.’ ; i 


i, (E 


tica, il parallelismo dipende esclusivamente dalle proprietà intrinseche 
della superficie oc, cioè dalla natura dell’elemento _ lineare ds, e non 


dalla configurazione della superficie nello spazio, come a priorìi può’ 


lasciar supporre la costruzione geometrica (che utilizza lo spazio 
ambiente) o le equivalenti formule [18] e R,||&,. 

Basta infatti ricordare la proprietà generale della conservazione 
degli angoli, e quella di autoparallelismo delle geodetiche: la paral- 
lela u, in P, ad una generica direzione u spiccata da P rimane indivi- 
duata dalla condizione (di appartenere alla superficie c, e) di formare 
in P, con la geodetica di trasporto lo stesso angolo che la u forma 
in P. Si tratta, come si vede, di proprietà BIOT. che dipendono 
unicamente dalla metrica di Koi 

Questa considerazione relativa ad una 7 geodetica si estende 
agevolmente al caso generale, immaginandolo scisso in trasporti ele- 
mentari, da un generico punto Pa un punto vicinissimo P.. In tale 
trasporto l’alterazione elementare della direzione u rimane definita, 
come abbiamo visto, dagli estremi PP.: la natura della congiungente 
non influisce, e si può pertanto pensarlo come un trasporto lungo 
un tratto infinitesimo di geodetica: ma ‘un tale trasporto ha carattere 
intrinseco, e così si riconosce il carattere intrinseco che ha in generale 
l’alterazione di u, e quindi il parallelismo, qualunque sia la linea 
di trasporto. si 

"Lo stesso per l’equipollenza, cioè per il trasporto di vettori 
aventi lunghezza (non unitaria, ma) qualsiasi. Infatti ($ 11) tale 
lunghezza rimane, per definizione, inalterata. 


$ 14. — EQUAZIONE SIMBOLICA. — Alla [18] si può dare una forma 
più espressiva, osservando che essa equivale a dire che il vettore AR 
è perpendicolare a qualunque direzione tangenziale a o in P, ovvero, 
se pensiamo tale direzione individuata da uno spostamento infinitesimo 
del punto P lungo la superficie; che AR è perpendicolare a tutti questi 
spostamenti. In simboli, se con $P indichiamo il vettore (infinitesimo) 
rappresentante lo spostamento, avremo 


dR x 8P =0 . [19] 


per qualsiasi $P tangenziale a o/equazione che ricorda (formalmente) 


il principio dei lavori virtuali) Se denotiamo con dY,(v= 1,2,3) le - 


componenti di 4R, e con $y, (v = 1, 2,3) quelle di 37 (le une e le altre 


des; 
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riferite al sistema cartesiano ortogonale %,,%,, Ys), Si ha identica» 
mente i 


3 
dR x SP = ZydY,3Y,; [20) 
y 1 


e la precedente relazione [19] di aspetto vettoriale si traduce nella 
relazione scalare 


3 
Z,dY,dy,=0 [197] 
1 


che può chiamarsi, come l’originaria [19], equazione simbolica del 
parallelismo. 

$ 15. — EQUAZIONI INTRINSECHE. — L’equazione simbolica, fa- 
cendo intervenire elementi geometrici estranei alla superficie, non 
mette in evidenza il carattere intrinseco della nozione di paralle- ì 
lismo: però si presta assai bene a ricavarne delle equazioni, che abbiano 
questa notevole particolarità. 

A tal uopo, converrà naturalmente procurarsi le espressioni dei 
dY, e 3yy, che figurano nella [19] per mezzo di elementi intrinseci. 
Cominciamo dai dy,: essi sono soggetti solo alla condizione (di essere 
infinitesimi e) di rappresentare uno spostamento lungo 6; si otterranno 
pertanto in termini delle variazioni dx,, d$x,, (completamente arbi- 
trarie) subite in corrispondenza dalle coordinate superficiali, differen- 
ziando le [1]. Avremo in conformità 


Siccome poi il vettore R è tangenziale, possiamo caratteriz- 
zarlo intrinsecamente mediante le sue componenti contravarianti, 
sostituendo alle Y, le loro espressioni [12]. VI, PALIO Ri - 
Con ciò, posto per brevità 


3 a 
ò ì 
= >» > °% a (er) (k=1,2), [21] 
3 n iv d%% i dx; 


— 125 — 


l’identità [20] può ulteriormente essere scritta 


2 i 
AR x SP = Xx da, [20"] 
1 


e l'equazione simbolica del parallelismo, per la completa arbitra- 
rietà di 3x,, èx,, equivale alle due seguenti: 


= 0 (k=1,2). [22] 


Sono queste le due equazioni che definiscono gli incrementi 
dR', dR° da attribuirsi alle componenti di un vettore generico R 
quando lo si trasporta per parallelismo lungo il cammino elemen- 
tare dx,, da,: il loro carattere intrinseco apparirà esplicitando le tx, 
come ora faremo. 

Effettuando, nei secondi membri delle (21], la differenzazione 
del prodotto, e ricordando la espressione dei coefficienti a,; (v. for- 
mula [3]) l’espressione delle t, diviene 


2 3 2 
2 
Th = Akj dR/ + Ri 9Yy ne IG dx, , 
DL > x: 0% 0%; 6%, 
1 1 1 
2 2 N 3 
; ò 2 
Tg = dj dk’ + - EK;da, 24y h . [21] 
bai >. de 0 3 w 0%. 0L; 0% 


ovvero 


1 


Si tratta ora di far vedere che la sommatoria rispetto a v'è 
esprimibile con elementi intrinseci, e, precisamente, è una combi- 
nazione lineare delle dérivate delle a;;. Consideriamone il termine 
generale, ed osserviamo che si può scrivere 


0, d°"Yy _ 8 (sl du 0° Yy_ 0% 


0% dx; da, 8%; \0%r 3% 0%; xx dx, i 


oppure, analogamente, 


CLS oe a OY dYy 
0%, 0%; dt, 0X.\0%x 0%; dx, Xx 0%; 


n 
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Per conservare la simmetria rispetto agli indici j ed 7, assumiamo, 
come espressione del termine in questione, la semisomma dei due 
secondi membri; osserviamo. però che gli ultimi termini di questi, 
sommati insieme, danno esattamente la derivata rispetto a x; del 





prodotto î% 9Yy , e quindi avremo ; 
jo 
dYy. d°Yy -3| d° (e ou) +d (fl Sa d (fl i) 
dx d%; d%, dx; \dtx 6%] da \d0% 6%; d0\d; 9% 


Ora effettuiamo la somma rispetto a v, tenendo presenti le espres= 
sioni delle a;;. Risulta 


: n 
x ia: 
> 0% 0%; GX, 0%; 0%, 6 dr 


x 


Così a quella sommatoria si è data la forma desiderata. Il 
secondo membro di questa equazione si indica brevemente con la 


notazione 
j 1 
ke 


(simbolo di Christoffel di prima specie), facile a ricordarsi, perchè la 
disposizione degli indici è quella stessa del termine negativo della 
combinazione lineare (mentre gli altri due termini hanno gli stessi 
indici, diversamente disposti). Rileveremo fra breve alcune proprietà 
di questi simboli: ci basta ora osservare che essi rappresentano 
certe funzioni delle x,, x,, dipendenti solo dalla forma quadratica 
fondamentale. ° 

Tornando alla espressione [21] delle 7, possiamo ora scriverla 


2 2 
= > ax; AR! + > di Ri de, (k=1,2). [217] 
1 d 1 di ° 


Prima di procedere, è importante di rilevare il carattere cova- 
riante delle formazioni 7, le quali (a norma delle [21']) dipendono 
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da due vettori (R e lo spostamento da,, dx,), nonchè dai coefficienti 
del ds? e loro ri prime. Tale covarianza segue dall’invarianza 


della forma lineare xi trdar, attestata dall’identità 1207). 


Il sistema reciproco delle 7, 


2 o 
ta Sar (di = 1, 2) 
1 


risulta in conformità coniravariante; in base alle [21'], esso si espli- 
cita come segue 


2 2 
t=dl' + ) R' da, ) a’ | i 4 
sl =: 4 


ovvero, posto 


SE i 
gii ti VU 
k k li\ 
1 


(simbolo. di Christoffel di seconda specie), sotto la forma 


2 
zi pes, dR' + 4 Li R' da, ù [21”"} 
Da ji! ? \ 


Le equazioni di parallelismo [22], come è «a priori prevedibile 
per il loro significato geometrico, hanno carattere invariantivo di 
fronte a qualsiasi sistema di coordinate curvilinee x,, #,. Ciò è for- 
malmente messo, in evidenza dalla circostanza che esse esprimono , 
l’annullarsi del sistema” ‘’covariante ta (cfr. Cap. prec., $ 12). Natu- 
ralmente le equazioni di parallelismo si possono anche assumere sotto 
la forma equivalente 


=0 (d=1,2), [22/] 
di cui è pure manifesto il carattere invariantivo. 
ti A e! 
3 . È A n - (al LA sario 
N Va LAM Usa ner x vavll, IVA NDAA #5 IAN bin RARA Mate : 


tr E 
” af rta aa Era ip dir A, 
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Risolvendole rispetto ai differenziali dfR', si ha 


x 2 ‘ 
aR--) 9 1 Rida, | (î=12). [23] 
ji 


; ?_ A 

Questa è la forma finale delle equazioni differenziali del paral- 
lelismo: esse forniscono l’incremento subìto dalle componenti contra- 
varianti di un vettore superficiale nel trasporto per equipollenza 
lungo il cammino elementare dx;, espresso mediante le dx; stesse, 
le componenti del vettore, e certe funzioni del posto (da conside- 
rarsi assegnate) dipendenti solo dai coefficienti del ds?, e quindi dalla 
natura intrinseca della superficie. 


$ 16. — SIMBOLI DI CHRISTOFFEL. — Abbiamo introdotto le 
notazioni (estensibili formalmente anche a forme quadratiche in n 
variabili) 


! | =} a dia DA A [24] 
k 0%; 0%; OL 


fI-Lehl no 


vogliamo ora esporre le più elementari proprietà di questi simboli, 
Intanto, è evidente la simmetria rispetto agli indici scritti in 


alto, cioè che 
ju) _ ij jdu_dij 
TRE de 


In conseguenza di ciò, di simboli di ciascuna specie, per una 
forma in n» variabili, ve ne sono » in corrispondenza ad ogni pos- 
sibile coppia di indici. Ve ne ha dunque in tutto (per ogni specie) 


mi mfr ei) 
2 


2 3 n° (n +1) 


TÀ 
Mo Cma 


(quante sono le derivate prime delle a,z). 
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È facile esprimere le derivate delle @;,, mediante i simboli di 
Christoffel: basta scrivere la [24], e quella che se ne ottiene scam- 
biando ! con &, e poi sommarle, e si ottiene la formula seguente, 


che occorre spesso: 
dan _ [4 1 jk ’ 
AE + . 24 
o la 


Dalla [25] si possono ricavare, col solito mezzo della regola di 
Cramer, i simboli di prima specie espressi mediante quelli di seconda: 
basta moltiplicare per a;n e sommare rispetto a i, ottenendo 


| i n » Di 
ZI pH, 
1 


Infine, dimostreremo una formula di uso frequente, che for- 
nisce le derivate del determinante @ (0, più precisamente, del suo 
logaritmo) per mezzo dei simboli di Christoffel. 

Ricordando come si forma la derivata di un determinante di 
ordine », si riconosce che la derivata di a rispetto a una qualunque 
delle x (per es. x;) è la somma di n determinanti di cui uno qua- 
lunque (per es. il X®simo) è ottenuto da « sostituendovi gli elementi 
della &esima linea con le loro derivate; un tale determinante, svilup- 
pato secondo la &%ima linea (tenendo presente che complementi 
algebrici delle a,, sono le a” moltiplicate per a) si può scrivere 


du 


si si 





n i 
(PALITO ai” a 
Di d%i 


e perciò 


ovvero, dividendo per a, e ricordando la [24], 


we S (be 
6% _ k Ì 


9 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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e infine, per la [25], 


alga >) ij i ) (ki 
—— = i : + * 
0%; #9 xl k 

1 


1 


Le due sommatorie differiscono solo per la materiale designazione 
degli indici: si ha quindi 


dlga 


d%Xi ZA 


Più frequentemente, questa formula si scrive divisa per 2, cioè 


n 


dalgVa (ki su j 
Zi Cei: (26) 


0%; 


$ 17. — EQUAZIONI DEL PARALLELISMO NELLE COMPONENTI COVA- 
RIANTI. — È facile trovare delle equazioni, analoghe alle [23], 
per i differenziali delle componenti covarianti. Queste componenti 
infatti si ottengono da quelle contravarianti, per mezzo della rela- 
zione (cfr. $ 6) 


2 
Ri = <; agR', 
donde, differenziando e cambiando l’indice j in % nell’ultima somma- 
toria, 
2 2 
ar= 204 do, Ri + > a dB". 
ji 0% & 


fe 
1 1 


Ora si sostituisca dR" con la sua espressione, data da [23], e si 


avrà 
2 2 ta 
dk, = ) ces da, Ri — ) dik ; E da. 
li 0% 1 k 
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Nella prima sommatoria, si può esprimere la derivata delle a;; per 
mezzo dei simboli di 1% specie, ottenendo 


x. i 1) do, R'; 


nella seconda, si può effettuare la somma rispetto a % (v. formula [25']), 
ottenendo 


2 


"3 pda. 
al? 


1 
Complessivamente, resta, dopo un’ovvia riduzione, 
2 . 
dR; = > Hi da, R! . 
ni! J 


Affinchè scompaiano del tutto le componenti contravarianti, si 
sostituisce R/ con la sua espressione 


2 
R= Za! R, . 


ed effettuando la somma rispetto a j (il che cambia il simbolo di 1 
specie in uno di 22, in base alla formula [25]), si ottiene 


2 . 
dB; = » (et 
x xi l k 


Infine, scambiando l’indice % in j per mettere meglio in evi- 
denza l’analogia con le [23], si ha 


R,dx. 





2 

dbj& ) a E; da, (= 1,2), (27) 
jl 

1 
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equazioni equivalenti alle [23]. Infatti esse risultano da combinazione 
di posizioni e di identità colle [23]; e reciprocamente da esse, con 
analoghe combinazioni, si risale alle [23], come si può verificare nel 
modo più ovvio. 


$ 18. — ALCUNE CONFEKME ANALITICHE. — Siamo ora in grado 
di dimostrare per via analitica alcune proprietà del parallelismo, 
già dedotte come conseguenze immediate della definizione geome- 
trica. 

Consideriamo intanto il trasporto per parallelismo di un vettore R 
lungo un tratto finito 7° di curva, da P in P.. Questa curva sia defi- 
nita dalle equazioni parametriche 


xi = Xi (8) 128] 


dove s rappresenta un parametro qualunque (0, se si vuole, la lun- 
ghezza dell’arco a partire da un’origine arbitraria P»). Le £' sono da 
considerarsi funzioni di s di cui sono assegnati (arbitrariamente) i 
valori in P. Le [23], divise per ds, divengono 


2 


Ri = — i U più, (i = 1,2) 
Pi) ; 
gl 
1 


(dove il punto indica derivazione rispetto a s, e le &, sono, natural- 
mente, ricavate derivando le [28], e quindi da considerarsi funzioni 
assegnate). Queste sono due equazioni differenziali lineari, del primo 
ordine, in forma normale rispetto alle derivate delle due funzioni inco- 
gnite R:, R?, e pertanto, come si sa dal calcolo, queste funzioni restano 
da esse univocamente determinate, una volta assegnati (ad arbitrio) 
i valori iniziali. Si ha così la conferma del fatto, geometricamente evi- 
dente, della possibilità del trasporto di un vettore (superficiale) arbi- 
trariamente assegnato, e della unicità del risultato. 

Verifichiamo ora (sempre giovandoci delle equazioni differenziali 
trovate) che il trasporto conserva la lunghezza di un vettore e l’angolo 
di due vettori: le due verifiche si possono fare contemporaneamente, 
nel modo seguente. Siano R, V due vettori: ‘trasportiamoli per pa- 
rallelismo lungo un cammino. infinitesimo, e calcoliamo l’altera- 





= 


zione subita, in questo trasporto, dal loro prodotto scalare. Avremo 
(v. formula [14]) 


2 2 
dA(RxV)= ) Ri dV, + , V;dR', 
1 i 1 i 


e ponendo per dh e dV; le espressioni [23] e [27], 


2 2 
. elio \j 7] Ne, 
d(RxV)= ) ri Vj da, -- ) Vi UR da, . 
lumi j) deli - igl \ i 


il | L 


Scambiando, in una delle due sommatorie, gli indici è e j, si 
riconosce che esse sono uguali, e che quindi 


d(RxV)=0, 


cioè il trasporto infinitesimo (e quindi anche il trasporto finito) non 
altera il prodotto scalare. Ora basta supporre V coincidente con 
R (nel qual caso Rx V = R°) per coneluderne che il trasporto per 
parallelismo conserva la lunghezza di un vettore. Se poi si tien pre- 
sente questo risultato, e si ricorda la [13], si riconosce che restando 
invariato il prodotto scalare di due vettori, e le loro rispettive lun- 
ghezze, deve, se si tratta di due vettori entrambi diversi da zero, 
restare invariato anche il loro angolo. 


$ 19. — COMMUTABILITÀ. — I vettori tangenziali, pur rimanendo 
caratterizzati intrinsecamente da due numeri, provengono, come si è 
detto, dall’immagine geometrica di un segmento, spiccato tangen- 
zialmente da un punto P della superficie c, ente che non appartiene 
interamente a c, almeno in generale. Se però si tratta di vettori 
infinitesimi, l'elemento di piano tangente a cui appartengono si con- 
fonde con l’elemento superficiale di o circostante a P e si può dire che 
non si esce da oc. Vale pertanto, per un generico vettore tangenziale 
infinitesimo, la solita immagine di uno spostamento che fa passare dal- 
Vorigine P all’estremo P,, anch'esso punto di oc. Riducendosi in tal caso 
la lunghezza È ad un elemento lineare ds, le Ri = \ ds si identi- 
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ficano (in base alla stessa definizione di parametri di direzione) 
cogli incrementi dx; che subiscono le coordinate (curvilinee) passando, 
da Pa P. 

Ciò posto, consideriamo due sistemi di differenziali dx,, òx;, e i 
corrispondenti vettori (0 spostamenti) infinitesimi (s’intende, sopra 0) 
dP = PP,, èP = PP,. Conveniamo di designare con df l’aumento 
che subisce un generico vettore, o ente (scalare o vettoriale) ad esso 
subordinato f, quando si passa di P a P, per equipollenza superficiale. 
Analogo significato attribuiremo a òf in corrispondenza al passaggio 
da P a P.. 

In conformità, dòP sta a rappresentare l’incremento vettoriale 
di èP quando lo si trasporta da P a P,, e dòx; l'incremento subor- 
dinato nel suo sistema contravariante $x;. Per quest’ultimo si ha 
dalla [23] 


l ; 
de;do  (i=1,2). 129] 





Il trasporto di d4P da P a P, dà invece luogo agli incrementi 


dda;, e 
pd i | 
$dae; = — \9 > da; dx, . [29°] 
Di alibi 


Basta ora scambiare, in una di queste due sommatorie, gli indici j 
ed 7, e tener presente la proprietà di simmetria dei simboli di 
Christoffel, per riconoscere che si ha 


dòx; a dda; , [30] 


che prova la commutabilità dei due operatori d e è, definiti nel modo 
poc’anzi dichiarato. 

Il significato geometrico del risultato è particolarmente semplice. 
Basta tener presente che, per vettori infinitesimi (e tali sono tutti 
quelli qui considerati), gli elementi del sistema contravariante altro 
non sono se non differenze di coordinate omologhe. Perciò, se x; sono 
le coordinate di P, avremo in primo luogo per P, le coordinate x; + dx, 


e per P, le coordinate x; + 3x;. Detto @Q il punto di o a cui si perviene 


Dai UNITI 
a 


PRA I 
TAO 


sd 
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guidando da P, il vettore equipollente a 3P, siccome il sistema con- 
travariante di quest’ultimo è dx; + $dx,, si hanno in definitiva per @ 
le coordinate 


Chiamiamo invece g* il punto di o a cui si perviene guidando da 
P, il vettore equipollente a 4dP: le coordinate di Q* si otterranno da 
quelle di Q scambiando gli operatori d e è, ossia saranno 


Xi 4- da; + da; + dda; . 


Ora si vede che in virtù della [30], Q coincide con Q*. Si può dire, | 
in forma più espressiva, che per vettori infinitesimi superficialmente. 
equipollenti seguita a valere la regola del parallelogramma (*). i; 

Si osservi che in ciò che precede si tien conto di quantità del secondo 
ordine del tipo dèx, ma si trascurano (dx;)?, (dx;)?. Se se ne volesse tener 
conto, considerando i vettori èP, dP e i loro equipollenti superficiali 
per P, e P, come vettori nello spazio, non si avrebbe più un paral- 
lelogrammo, anzi, nemmeno un quadrangolo chiuso. ‘Ricordando, 
infatti, la costruzione spaziale di vettori superficialmente equipollenti 
(cfr. $ 3) si riconosce che dèP e dd P, sebbene entrambi diretti secondo 
la normale a o in P, hanno però lunghezze in generale diverse poichè 
i tre punti P, P,, P,eirispettivi piani tangenti non hanno a priori 
altra relazione che di essere infinitamente vicini. 

Le formule [29] o [29'] forniscono una definizione dei differenziali 
secondi, che presenta carattere invariantivo rispetto a qualunque 
cambiamento di variabili. Per ben comprendere il significato di questo 
fatto e riconoscerne il vantaggio, conviene ricordare le. convenzioni 
che si fanno, negli elementi del calcolo, sui differenziali secondi. 

Consideriamo, per fissare le idee, il caso più semplice di una sola 
variabile indipendente. Abitualmente si fa la convenzione d?x = 0, 
(cioè si risguardano, come è perfettamente lecito, gli incrementi de 
indipendenti dalla x); ma questa semplificazione non si conserva se si 


{!) Si potrebbe partire da questa proprietà per stabilire intrinsecamente il paral- 
lelismo, rispetto alla metrica di c, prescindendo dallo spazio ambiente. Il metodo si 
applica senz'altro alle varietà V, di quante si vogliono dimensioni. Cfr. H. Weyt, 
Raum, Zeit, Materie, $ 14, Berlin: Springer, 1923. 
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cambia la variabile indipendente ponendo «x = f(é) con che, ammesso 
che si tratti di una effettiva trasformazione, si può reciprocamente rite- 


nere € funzione di x:&= F(x). Infatti, differenziando successivamente 
questa formula, si ha dé = F'(x) de, 


d°E = P"(e)da° + F'(a)d2a, 
da cui apparisce che, pur ponendo d? x = 0, non ne segue in generale che 
sia zero anche d°é. 

Se poi le variabili sono n, si prendono di solito in considera- 
zione solo sistemi di differenziali completamente indipendenti dalle 
variabili x;, per modo che, non solo sia dx; = 0, ma inoltre, per 
due loro sistemi dx; e èx; quali si vogliono, si abbia sempre 

ddx, = $ dx; = 0 (= ded 

Ora si cambino le variabili, ponendo comprensivamente 

Xi 3 fi (2), donde xi = F, (x) . 


Si avrà, in base alle condizioni $ dx; = 0, 


2 È; 
84%; =— >» PI do,80, 
il 0%; 6%, 


e quindi sarà bensì conservata la proprietà 





34; = ddd:, 


ma questi differenziali non saranno in generale nulli. La convenzione 
abituale è dunque legittima (e suggerita da ovvie ragioni di semplicità, 
quando, in una data questione, ci si riferisce sempre alle stesse variabili), 
ma non ha carattere invariantivo di fronte alla trasformazione di 
variabili. 

Invece, assumendo, a norma delle f29), [297], 


2 
dida; = ddx, = — ) R, "| dx; da, , [31] 
n gii 
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si ha, per lo stesso contenuto geometrico di questa formula, 


dda, = ddr; = — > 13° 55,da, 
Pa L; Ì 


dove con una sopralineatura si sono indicati i simboli di Christoffel 
relativi alle variabili x, cioè alla forma quadratica trasformata 


2 
ds? = 09 dig dx; dn . 
1 


Ben si intende che la rilevata permanenza formale delle espres- 
sioni {31] potrebbe essere confermata anche per materiale verificazione 
diretta. Del resto si tratta di un immediato corollario del carattere 
invariantivo, rilevato al $ 15, delle equazioni x = 0: basta porvi 
R' = da,. 

Per questo carattere invariantivo i differenziali secondi, definiti 
in base alle [31], si dicono contravarianti, sebbene non siano effettiva- 


i; dx; dx,, le quali 


2 
mente tali: sono invece le espressioni dòx; + ) ) 
il 1 

1 


costituiscono in ogni caso un sistema contravariante semplice. 


c) Estensione delle nozioni precedenti alle varietà ad 2 dimensioni di metrica 
qualunque. 


_$ 20. — GENERALITÀ SULLE V,. — Accanto alle estensioni nomi- 
nali di concetti geometrici, che abbiamo svolto nel Cap. I, introdur- 
remo ora (sulla scorta delle considerazioni della sez. a) di questo 
capitolo) la nozione fondamentale di varietà metrica ad n dimensioni 
(n intero qualunque). 

Se sono date n variabili x, , #,,..., 2, sappiamo che il complesso 
dei valori ad esse attribuibili prende il nome di varietà ad n dimensioni. 
Supponiamo ora che, insieme a queste variabili, e al loro campo di 
variabilità, sia assegnata a priori una forma quadratica differenziale 


ds? — Di Gig dogda, e dr 132] 
nà 


k 
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(dove le a;, = @,; sono funzioni assegnate delle x) e conveniamo di 


riguardare ds come distanza dei due punti infinitamente vicini di coor- 
dinate 


Li 3 Lar 0-9 Cn e Xx+dx,,t0m+d%,,...,%+ da: 


per conseguenza, converremo che ds sia invariante in qualsiasi cambia- 
mento di coordinate. Introdotta così nella varietà la definizione di 
distanza elementare, ne segue senz’altro, per integrazione, quella di 
lunghezza di una linea, e inoltre ne derivano, come vedremo, i criteri. 
più spontanei per definire tutte le proprietà di estensione (angoli, aree, 
volumi...). 

Una varietà, a cui sia associata una forma quadratica del tipo [32] 
(o, come suol dirsi, una varietà di cui sia assegnata la metrica) si chiama 
varietà metrica, e sarà nel seguito denotata brevemente con V». In 
tutte le nostre considerazioni, supporremo che le a; (che costitui- 
scono evidentemente un sistema doppio simmetrico covariante, data 
l’invarianza del ds°) siano funzioni finite e continue, assieme alle loro 
derivate prime e seconde, e tali da rendere la forma quadratica definita 
positiva (*). Così la distanza di due punti (reali) sarà sempre reale; il 
determinante a delle a,, sempre >0. Si designeranno al solito con 
a'" gli. elementi reciproci, ecc. 

Estenderemo poi ad una V, generica il concetto di direzione, pen- 
sando questa individuata da due punti infinitamente vicini, cioè da 
un sistema di dx: chiameremo, come abbiamo fatto precedente- 
mente, parametri le n quantità contravarianti 


da; 
ds 


vv = 


che caratterizzano una direzione (e restano da essa univocamente 
determinati) e chiameremo momenti le quantità covarianti 


n 


ùe >» a, N (i =1,2,..., n). 
de 


1 


(1) Considereremo brevemente alla fine del capitolo ($ 28) anche l’ipotesi di una 
forma quadratica indefinita, la quale (trascurata dapprima come poco promettente dal 
punto di vista applicativo) ha ora assunto grandissima importanza in seguito alla 
teoria della relatività. 
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Si tratta così, anche per n qualunque, di due sistemi semplici, 
reciproci rispetto al ds?, ossia rispetto alla forma [32] (cfr. $ 5, 
Oss. III). 

Fra i parametri passa una relazione perfettamente analoga alla . 
[5], e così pure si estendono senza difficoltà (mandando gli indici di 
sommatoria da 1 a n anzichè da 1 a 2) le formule [5'], [5”] e [6°]. Chia- 
meremo poi vettore R in una V,, il complesso di una direzione e di un 
numero positivo È (grandezza del vettore), e diremo componenti con- 
travarianti R' i prodotti di R per i parametri della direzione, compo- 
nenti covarianti R;, i prodotti di R pei momenti: sussisteranno le for- 
mule analoghe alle [11], [11°], [11]. 

Supponiamo le « espresse come funzioni regolari (cioè finite e 
continue, assieme a tutte le derivate di cui eventualmente si ragiona, 
nel campo che si considera) di p parametri (p intero, positivo, < n), 


Li = fi (U, Ugg +. 3 Un) (i = 1,2, ..., n), [33] 


facendo l’ipotesi che fra le [33] ve ne siano almeno p di indipen- 
denti, cioè che la matrice funzionale delle f rispetto alle wu abbia p 
per caratteristica. Con ciò si legano le x con n-p e non più che: 
n-p relazioni: quelle che si otterrebbero eliminando le « fra le 
[33]; e si definisce quindi una varietà subordinata W,, a p dimensioni, 
di cui le « sono le coordinate, e che dicesi contenuta o immersa nella 
V,, inquantochè ad ogni sistema di p valori attribuiti alle « corri- 
sponde, per mezzo delle [33], un sistema di n valori attribuiti alle x 
(cioè ogni punto della varietà a p dimensioni appartiene a V,) mentre 
non tutti i sistemi di valori attribuibili alle x soddisfano le [33] (non 
tutti i punti di V,, appartengono alla varietà a p dimensioni). Ora, se 
si tien presente l’analogia col caso di n = 3, p= 2 (v. $ 1) si trova na- 
turale di attribuire alla distanza di due punti della varietà subordinata 
lo stesso valore [32] che ha la distanza dei medesimi due punti in 
quanto appartenenti a V,; ciò significa formare il ds? della varietà 
subordinata, sostituendo nella [32], per i dx;,i valori ottenuti differen- 
ziando le [33]. Con tale criterio si otterranno facilmente i coefficienti 
della forma quadratica fondamentale nei du, e sarà completamente 
definita la metrica della varietà a p dimensioni W,, immersa in V,. 
Per p = 1, la definizione coincide con quella, data nel Cap. I, $ 1, di 
una linea, di cui le [33] sono le equazioni parametriche. 


Sis 


Se p = n — 1, la W, si chiama spesso superficie 0, più propria- 
mente, ipersuperficie. 


$ 21. — VARIETÀ EUCLIDEER. UNA V, QUALUNQUE PUÒ SEMPRE 
CONSIDERARSI IMMERSA IN UNO SPAZIO EUCLIDEO. — Se il ds? si 
riduce alla somma dei quadrati dei differenziali (come nel caso delle 
coordinate cartesiane ortogonali), la forma quadratica dicesi euclidea 
e le coordinate si chiamano (per ovvia analogia coi casi elementari 
n = 2,3) cartesiane ortogonali. In tal caso evidentemente tutti i sim- 
boli di Christoffel sono identicamente nulli, poichè le a;x sono costanti. 
Data una V, generica (e quindi un generico ds’) non è in generale 
possibile operare un cambiamento di variabili tale che il ds? assuma 
la forma euclidea, ossia stabilire in V, un sistema di coordinate carte- 
siane: se ciò è possibile la V, dicesi varietà euclidea (e si indica talora 
con S,). Troveremo in seguito a quali condizioni debbono soddisfare le 
ai» perchè ciò sia. È possibile però sempre considerare la Y, come 
immersa in una varietà euclidea a un numero di dimensioni N > n. ed 
ora lo faremo vedere. 

Proponiamoci di determinare N funzioni delle « 


Y() , Y(0), ..: Yn(0) [34] 


tali che, differenziandole e facendo la somma dei quadrati dei differen- 
ziali, si abbia una forma (quadratica nei dx) coincidente con l’asse- 
gnato ds?, cioè tali che sia identicamente 


N n 
2 
dy, = di, de; dx, . 
phi dle à 
1 1 


Esprimendo i dy per i dx, avremo 


N n n 
Yu 9% dx; da, = Ain de; dx,, 
} i Da in 0% 0%y, Di 
1 


ossia, eguagliando i coefficienti di dx;dx,, 


N 


È 0% 0% _. ag; (ijk=1,2,...,n). [35] 


y 0Li 0 
î 





Meg xh viag nd Mi 


Siamo così condotti a ATL equazioni differenziali (più pre- 


cisamente a derivate parziali del primo ordine) nelle N incognite y: 
salvo eventuali incompatibilità — che una più accurata discussione 


mostrerebbe inesistenti — se ne può concludere che per N = Mie 


ii 2 


n(n+41) Ja 
2 

Le y si possono evidentemente considerare coordinate cartesiane 
in una varietà euclidea Sy, in cui la V, assegnata è immersa; le [34] 
ne costituiscono la rappresentazione parametrica (v. formule [33]). 
È dunque possibile immergere una Y, generica in una varietà 
n(n +1) 
ri 


x 


il problema è polubile; e lo è a maggior ragione per N > 


euclidea Sx purchè N superi o eguagli Però, per parti. 


colari V,,, può bastare un numero minore di dimensioni; per es., per 
le Y, euclidee, bastano n dimensioni: in tal caso le y sono coordinate 
cartesiane della stessa V,. 


Se N ha il minimo valore possibile, la differenza N — n si dice 


classe della V,. Poichè N non può superare ATI) , la classe non i 


reni 


può superare 


n(n+41) n=" (n 1) 
3 = ; é 





D'altra parte, N non può essere (') minore di n e quindi il mi- 
nimo valore della classe è 0. Per n = 2, la classe è 1, il che mostra 
che ogni ds? binario può risguardarsi appartenente ad una ordinaria 
superficie. In altri termini la rappresentazione parametrica da cui 


siamo inizialmente partiti ($ 1) non costituisce aleuna restrizione 


per lo studio intrinseco dei ds? a due variabili. 


_  $22. — METRICA ANGOLARE. — Estendiamo ora alle V, gene- 
riche la nozione di angolo di due direzioni. Il criterio più spontaneo 
eonsiste nell’estendere formalmente la [8] (e le sue equivalenti) man- 


Feto 
n 
()) Una forma quadratica v = Xix da; 4; i4 si dice irriducibile quando non è pos- 
si: 1 i 
Ribile diminuire il numero delle variabili indipendenti, sostituendo alle & delle loro com- 
Di azioni lineari, Ciò ha sempre luogo quando la forma è definita, essendo in tal caso 
derto diverso da zero (cfr. $ 2) il determinante a. È quindi impossibile che sia N< n. 
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dando gli indici di sommazione da 1 a n anzichè da 1 a 2: ciò sarà 
lecito però (se si vogliono evitare valori immaginari di 5) solo quando 
si sarà dimostrato che il secondo membro risulta < 1. 

A tal uopo faremo alcune considerazioni di carattere algebrico 
sulle forme quadratiche. 


Sia 
n 
Po: = SD din Ri Rx 
1 


una forma quadratica definita positiva: supponiamo che le # siano 
combinazioni lineari di due diversi sistemi di variabili (non propor- 
zionali fra loro); poniamo cioè 


Zi = Mi + UYi 
e avremo 


n 
P: = I, Ga (+ Yi) A+ ty) = 


ire Lire (A? Wi La + a (2 Yn + Yi) A 2 Yi Yale 


i VE 


Scindendo il secondo membro in tre sommatorie, e ponendo 


n. 
Dn Uh = Pre) 
1 


n n 
Di ini Yn = Din Qik Yi Cr = Pay = Lya 9 
1 1 i 


n 
Di Uk YiYn = ®yy o 
1 


risulta 


Pa: x? Pira + 2, Bh Py + u? Puy - [36] 


Questa si può risguardare come una forma quadratica nelle 
variabili A,p: è facile dimostrare che è definita positiva, cioè che 
per X e p diverse da zero è sempre 9.; > 0. Infatti g,., considerata come 
forma quadratica nelle 2, è sempre positiva, se una almeno delle 2 
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è -|=0, (cioè se le x e le y non sono proporzionali, come si è sup- 
posto). 
Dalla [36] si ha dunque, qualunque siano X e y, 


2? Pre + 2 Mm Pay + u? Pyy Sa 0 ti 


Di qui, ricordando una proprietà delle disuguaglianze quadra- 
tiche, si ricava 


rr Pay TP > 0 i 137] 


XY 


. 


che è la formula che ci occorreva dimostrare. 
Ora, tornando alla accennata estensione formale della [8], ricor- 
‘diamo che dovevamo dimostrare che, qualunque siano i parametri 


\ ,w' (purchè non proporzionali, poichè escluderemo il caso ovvio che 
le direzioni coincidano o siano opposte), si ha 


(È ik Air x» ») < 1, 


cioè 


-(3 PRE ») sd 
1 


Una tale disuguaglianza si dimostra ora immediatamente, scri- 
vendola, in virtù della relazione quadratica fra i parametri, così 


n n 
(Za cn 200) (Za an ue) (3 dig NW )>0; 
1 LA 


e questa non è che la [37], in cui le X e p' hanno preso il posto 
delle x; e y,;. 
Si può dunque assumere 


n » 
coss= Slap" è [38] 
1 


sceso 
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e varranno anche le altre espressioni a questa equivalenti. 


n 


coss= S, NW, (38) 
1 
IS n A 
coss = D,Mu', [38/7] 
1 
& n î 
coss= DS, 4; pa, [38'] 
1 


in cui appariscono, per una o per entrambe le direzioni, i momenti 
($ 20), in luogo dei parametri. 

Nel caso, provvisoriamente escluso, in cui si tratti di due dire- 
zioni coincidenti, od opposte (2 = + p'), si deve naturalmente con- 
venire che sia cos = + 1. Con ciò le quattro formule ora scritte 
seguitano a sussistere, riducendosi a +1 anche i secondi membri, 
in virtù delle identità fondamentali fra parametri e momenti di una 


n n n 
stessa direzione Dik dik NI = Di MX = Dik a'” xi = 1 (cfr. $ 20). 
1 1 1 


Pensiamo ora la nostra V, immersa in uno spazio euclideo S,: 
date due direzioni X,w appartenenti a YV, (e spiccate dallo stesso 
punto), l’angolo che esse formano resta definito in due modi, poichè 
le direzioni X,w possono individuarsi sia coi loro parametri », pi‘ 
relativi a V,, sia con quelli Y”,p" relativi a Sw, (*) e la [38] si può 
applicare sia agli uni che agli altri. Diciamo $, l’angolo calcolato nel 
primo modo, 3’ l’altro: mostreremo che cos 5 = cos 5’. Abbiamo 


intanto (ricordando che rispetto alle coordinate cartesiane y di Sy il ds? 


N 
ha la forma £, ay.) 
1 





(1) Notiamo incidentalmente che in una varietà euclidea, riferita a coordinate 
cartesiane, i parametri di una direzione e i suoi momenti coincidono, come immedia- 
tamente si verifica; e (di fronte a trasformazioni ortogonali di coordinate cartesiane) 
le formule di covarianza si identificano con quelle di contravarianza. 
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Ora i parametri X', p'” sono dati dalle formule analoghe alle [7], [7'] 


n 
u' = dYy Ei 0Yy 9% d0, —_ 0Yv u* " 
ds - n0%x d8 i dx 


N n_ 
cos 3 = > > 0Yy 0Yy LI pl Du DI 9Yy 9Yy ; 
v n ih 00; Xx 0% 0Xk 
1 


e per le [35] 


2 
n 


n 
= Na ua, = 085, 
s 
c.d. d. 


Consideriamo ora due vettori R, V, di direzioni X, w rispettiva- 
mente: possiamo estendere la definizione di prodotto scalare, dando 
questo nome all’invariante 


RxV = RVcoss, 


dove 3 è l’angolo delle due direzioni. Corrispondentemente alle diverse 
espressioni di cos 7, avremo altrettante espressioni del prodotto sca- 
lare, che si otterranno moltiplicando per RYV le [8], [8], [8"], [87], 
(relative ad n qualunque), e saranno le seguenti 


RXV= X@nR'V"=X, RIV; = X,RV' -Sa a" R;Vi . 
1 


1 1 


Se uno dei vettori, per es. V, è di lunghezza 1, chiameremo il 
prodotto Rx V proiezione del vettore R sulla direzione individuata 
dal vettore unitario V; ovvero componente secondo tale direzione. 

L’ortogonalità di due vettori(non nulli) è manifestamente espressa 
dall’annullarsi del loro prodotto scalare. 


10 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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Possiamo ora fare alcune utili osservazioni, relative a certe dire- 
zioni particolari. Chiamiamo (') s; la direzione della linea coordinata 
$ (cioè il vettore unitario avente quella direzione, nel verso delle x; 
crescenti): se si pon mente al fatto che per uno spostamento lungo la 


linea < siha dx, = 0 perr-|-i e'ds = V a;; de;, si riconosce che i pa- 
. r . ®. . O . i ® 
rametri #, della direzione s; sono tutti nulli tranne 1’ esimo e precisa- 


mente: 


Invece la direzione n;, normale alla ipersuperficie coordinata 
%; = cost, con che intendiamo perpendicolare a qualsiasi direzione 
tracciata su tale ipersuperficie, ha i momenti n;;; tutti nulli tranne 
1°j esimo: basta osservare che mn; deve essere perpendicolare a ciascuna 
delle n-1 direzioni s; (î == j), il che porta a scrivere, applicando la [38], 
ai valori testè trovati per parametri di s,, 


1 è ) 
Mili => = 0 =} 
gl Way (î=|=j) 
donde n;;; = 0 (per î=[=j). Il valore di n;;; resta allora determinato 
dall’identità quadratica che lega i momenti, e che fornisce 


se si suppone che il verso di n; sia quello delle x, crescenti: nell’ipo- 
tesi opposta, si dovrebbe premettere il segno —. 

La n; così definita (in un punto generico) risulta effettivamente 
perpendicolare a qualsiasi direzione X tracciata sulla ipersuperficie 
x;= cost (passante per lo stesso punto). Infatti, per ogni cotale 


n 
direzione, il parametro \ è nullo, e quindi di Xx n;j;W/ = 0. 
1 


Si vedrebbe immediatamente, applicando le cose ora dette, che 


l’angolo è, fra le linee coordinate # e % è fornito da a a gi 8 ko _ 
: sii RD a 


no è 


dik Fed 


COSO = —-——— OR 


Za; 
Aii Uk di 14, 


(® L’indice î non è, naturalmente, un indice di covarianza. 
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mentre l’angolo 0, fra le ipersuperficie coordinate x, = cost e x; = cost 
(cioè fra le loro normali n; e 1) è dato da 


Con ciò è messo in luce il significato dei coefficienti del ds?, e 
le circostanze geometriche equivalenti al loro annullarsi. 

Cerchiamo ora il significato geometrico delle componenti cova- 
rianti e contravarianti di un vettore R. 

Calcoliamo a tal uopo le proiezioni ortogonali di R sulla direzione 
s; e sulla n;. Troveremo 


Pr È; 
Rx s;= R,s = ==:5 
>. i Va; 
. Ri 
R X ni Cam ER” Ni gf SD GAZTo 
# Vai 


1 





‘Si vede dunque che È, e R' rappresentano le proiezioni del vettore 
R sulla direzione coordinata i e sulla normale alla ipersuperficie coor- 





dinata x;= cost, moltiplicate rispettivamente per Va, Val. 


$ 23. — DEFINIZIONE DELLE GEODETICHE. — Fissiamo, in una 
V, generica, due punti qualunque A, B, e proponiamoci di ricercare 
la più breve fra tutte le linee che congiungono A con 8. Questo pro- 
blema è in un certo senso analogo a quello di ricercare i punti di 
massimo o minimo di una funzione (problema, la cui soluzione costi- 
tuisce, come è noto, una notevole applicazione del calcolo differen- 
ziale): qui però non si tratta di trovare i punti e quindi i valori di una 
(o, in generale, di n) variabili che soddisfano la condizione voluta; 
bensì di determinare una linea, e quindi, analiticamente, determinare 
la forma di n funzioni (le equazioni parametriche della linea). Il pro- 
blema è quindi di un ordine di difficoltà più elevato: mentre il primo 
conduceva a delle equazioni in termini finiti, questo porta a certe 
equazioni differenziali. La risoluzione di questo problema, e di altri 
affini, è il compito principale del calcolo delle variazioni. Ne richiame- 


ik ik sl Mati 
a lr Ci 3 É è Musto 


ia 


remo ora brevemente il concetto fondamentale il quale non differisce, 
per il principio, da quello che porta alla soluzione dell’altro più ele- 
mentare problema dei massimi e minimi di una funzione assegnata. 

Ricordiamo che se una funzione f(x) (per fissare le idee, suppo- 
niamo che la variabile sia una sola) ha un massimo o un minimo in 
%,, ivi il suo differenziale df = f'(£,) dx è nullo, qualunque sia de (e 
quindi f'(x,) =0), cioè, spostandosi infinitamente poco, a destra o a 
sinistra, dal punto ,; la f si mantiene (a meno di infinitesimi di ordine 
superiore) costante: ciò si 
vede del resto intuitiva- 
mente, tenendo presente 
la rappresentazione gra- 
fica (V. punti M e N). Non 
è vera però l’inversa, che 
cioè, dove df = 0, ivi ne- 
cessariamente vi sia un 
massimo o un minimo 
(v., p. es., il punto P della 
annessa figura): i massimi 
e i minimi vanno cercati 
fra i punti, in cui df = 0. 

Vediamo ora di applicare questo metodo al caso che si voglia 
determinare la linea più breve che congiunge A con 5, senza uscire da 
una assegnata 7, (si fissi l’attenzione su una linea tracciata sopra una 
superficie, n = 2). Sia g una tal linea: tracciamo una linea g', avente 
gli stessi estremi, e infinitamente poco discosta da 9g, ma del resto com- 
pletamente arbitraria: potremo pensarla ottenuta deformando infi- 
nitamente poco la 9g, cioè portando ciascun suo punto (%,, £,, ...,%,) in 
(2, + 32,, ..., n + 3). Se g è la più breve congiungente, la sua lun- 
ghezza non si altera (*) in questa deformazione (a meno di infinitesimi 
di ordine superiore), talchè, detta / la lunghezza di g, ed 2 + 3 quella 
di g° si avrà (per una tale g) 





St =0 [39] 
qualunque sia la g' (salve le limitazioni già imposte), condizione ana- 
loga all’annullarsi del df, nel caso precedente. Anche qui però è da 


() Per una trattazione più rigorosa e completa, rimandiamo ai trattati di analisi. 
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notare che in generale la [39] può essere soddisfatta non soltanto 
dalla linea richiesta, ma anche da altre linee che non segnano il più 
breve cammino da A a Bb. 

Per es., A e B siano su di un cilindro, anzi, su una stessa gene- 


ratrice di esso: il più breve cammino è èvidentemente segnato dalla 
generatrice stessa, e questa, lo si vedrebbe facilmente, soddisfa la [39], 


ma anche le infinite eliche che vanno da A a B, avvolgendosi 1, 2,... 


volte sul cilindro, soddisfano la stessa equazione. 

Tutte le linee che soddisfano la condizione [39] le chiameremo 
geodetiche: esse godono di notevoli proprietà caratteristiche, che si 
possono ricavare come conseguenze della [39] (p. es., le geodetiche di 
una superficie hanno il piano osculatore normale al piano tangente 
della superficie stessa; proprietà che abbiamo anzi adottato, nel $ 11, 
come definizione). Le linee di minima lunghezza fra due punti dati 
vanno cercate ira le geodetiche che passano per quei due punti. 

È questa la definizione da tener presente nel seguito: è da notare 
però che alcuni autori definiscono le geodetiche partendo da un’altra 
proprietà. Si potrebbe infatti dimostrare, che, fissato un punto A su 
una geodetica 9g, per tutti i punti B abbastanza vicini ad A, la g è 
l’unica geodetica che li congiunge, e costituisce perciò la loro più 
breve congiungente. Quindi si può anche dire che le geodetiche sono 
le linee che segnano il più breve cammino fra due qualunque dei loro 
punti, purchè abbastanza vicini. 

Con questa restrizione, le due definizioni risulterebbero effetti- 
vamente coincidenti, Ì 


$ 24.— EQUAZIONI DIFFERENZIALI DELLE GEODETICHE. — Vediamo 
ora come la proprietà di non variar di lunghezza in ‘una deformazione 
infinitesima (che non sposti gli estremi), proprietà espressa compendio- 
samente dalla [39], si traduca in n equazioni differenziali cui deb- 
bono soddisfare le n» funzioni 


e, = X;(8) (i =1,2,..., n) 


che definiscono la curva g. 
Le equazioni di g° siano 


ci = Li(8) + da; (e=/1,2; ca) 
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dove le dx; si risguardano funzioni (infinitesime) di s, dotate di deri- 
vate prime e seconde finite e continue, e nulle per s=0 e s=l/: del 
resto arbitrarie. 

Prendiamo un tratto infinitesimo di g, PP,, di lunghezza ds: si 
tratta di calcolare il $ds, cioè l'incremento (0, come si dice, la varia- 
zione) subito da ds nella deformazione che porta P in P' e P, in P/. 
Se dx; (i=1,2,..., n) è la differenza fra le coordinate di P e quelle 
di P,, la corrispondente differenza dopo la deformazione, (che deno- 
teremo con d (e + dx;) = dx; + dèx;, dove dèx,, è, naturalmente il dif- 
ferenziale della funzione dx) si calcola nel modo seguente: 

le coordinate di P’ sono x; + 3%;; 
quelle di Pi sono (x; + dx;) + 3 (x; + da.); 
quindi la differenza cercata è dx; + $dx,. 

Ne segue che 


$da; == dix; , 140] 


formula di cui faremo uso fra poco. Ciò premesso, partiamo dall’espres- 
sione del ds?, e calcoliamone la variazione, differenziando col simbolo è. 
Si ha 


n n n 
2ds.$ds = Zi dA; da; dz + Tù djk da, d dx; + Ts Ajk da; d da . 


Poichè le ultime due sommatorie coincidono, potremo scrivere, 
ricordando la [40], 


2dsdds = X,, da; da; dar +22, d;x dx; dda. 
1 1 


Di qui, dividendo per 2ds, e indicando con un punto le derivate 
rispetto a s, ricaviamo 


n n 
dds = 4 Zi dd; x; è, ds + Zi Ajk L; dòx,, 


da cui, poichè 
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risulta il cercato $ds sotto la forma 


n 
dds = z —L " fp; à Xi dx, ds + d;x k; dda, 4 
Va 0% Di jh 


Ora, poichè la lunghezza di g è 
b= 10 808, 


la variazione che nella [39] è uguagliata a 0 è 


st = San 345 . 
ossia 
_ di | 
St = 3 2 &;4,dxx | ds+ I [41] 
J AB ju Ok i 
1 | 
dove si è posto 
| 
I= Sa a; &; dea . [42] 
A4B 1 


Lasciamo da parte per un momento la [41], e occupiamoci della 
trasformazione di questo integrale con lo scopo di mettere in evidenza 
anche in esso le variazioni arbitrarie 3x,. Con una integrazione per 
parti avremo 


I = Za dj d; dr —_ Hik 4 (4;r %;) da, . 
1 ar JaB 1 


La parte integrata si annulla, perchè 3a, =o agli estremi: altra 
parte, eseguendo la differenziazione, fornisce 


I=— Sa A; %; ds Sa, — — Ta %; da, dax . [42°]. 
AB 1 AB 1 


Ora l’ultima sommatoria, sviluppando il da,x, si può scrivere 
>) p RI 


n 

04jk +. » 

> «Là; ade ds, 
ni! 0%, 


oppure, scambiando gli indici j, 2, 


Noi assumeremo come sua espressione, da porre nella [42'], la media 
di queste due, cosicchè la [42"] diverrà 


7 n n 3 i 
I= È | ) A;r Db; dex ds — 3( ) i + 4 d; dm) ds , 
AB - gh AB somma 0%, 0%; 


Ora, riprendiamo la {41} e poniamovi questa espressione di /, 
formando un solo integrale, e raccogliendo a fattor comune dx; ds; 
avremo 


s, n n : n 
dj + + 5 
s=—- | \-3 LD dj WU + Ujk Xj + 
1. Di f >. 0Xk p 
1 1 1 


dd; Sit s.% s 
+ + SIL: Sia Li Xi dx, ds 
6% 9%; \ 


ovvero, ricordando la definizione dei simboli di Christoffel, 


n n 


Da > N end, + | |aa 30, ds. 
AB Zi i L È ni 


k 
1 





Poniamo 


i). . - 
È Vj Xi, [43] 
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e questa formula assumerà la forma compendiusa. 


n= "| 5 pria ds. [44] 
4B 1 


Da tutto questu calcolo si conclude che la [39] si pnò scrivere 


n 
/ DI PE dx, ds=0. (39‘] 
/ AB 1 


Ora, poichè la [39°] deve valere comunque si scelgano le funzioni 
arbitrarie dx, (salvo le condizioni qualitative imposte), deve essere 
necessariamente 


pi = 0 (kK=1,2,..., n): [45] 


altrimenti basterebbe prendere le 3x, dello stesso segno delle corri- 
spondenti p, (il che può farsi rispettando le suaccennate condizioni), 
per esser certi che la sommatoria risulterebbe positiva lungo tutto 
l’arco di integrazione, e quindi l’integrale non si annullerebbe. È 
questa la considerazione fondamentale del calcolo delle variazioni: 
per mezzo di essa dalla condizione [39'] (che non è che la [39] svi- 
luppata) si ricavano le n equazioni differenziali [45] che, scritte diste- 
samente, sono 


n n ; 
de; do, == 0 @=1,2,...,n). [45] 
È 4 


> " ; ji 
Ujn dC; + | 


È comodo presentare questo sistema risolto rispetto alle #: a 
tal uopo conviene introdurre le quantità 





pi= Da pr, [46] 
1 


e sostituire alle [45] le equivalenti combinazioni lineari 


pi=0 


\ K 
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54) 13 di p,=0. [47] 
- ali) 


Queste n equazioni differenziali del 2° ordine nelle n funzioni 
incognite x;(s) equivalgono alla [39] e sono perciò le equazioni carat- 
teristiche delle geodetiche: la loro integrazione fornisce le equazioni 
| parametriche di tali curve. Gli integrali conterranno, come è noto, 2n 
costanti arbitrarie, che si possono determinare con la condizione che la 
geodetica passi per due punti assegnati, oppure che esca da un DUDIO 
dato, e abbia una assegnata direzione. i 

Si osservi che nelle [47] figurano solo elementi intrinseci, il che 
si poteva prevedere dalla stessa definizione di geodetica. 


ossia 


$ 25. — CURVATURA GEODETICA. — Prendiamo occasione dagli 
sviluppi del $ precedente, per introdurre una nozione geometrica assai 
espressiva e feconda spettante ad una curva qualsiasi «,= «;(8) 
della nostra V,. 

Conviene stabilire a tal uopo che le quantità p,, definite dalla [43], 
in corrispondenza ad una generica curva x = %;(s), sono cova- 
rianti, (e, per conseguenza, le p' sono contravarianti), dalla qual 
cosa saremo tratti a coordinare ad ogni punto della linea l (a priori 
qualunque) il vettore p, di cui quelle sono le componenti. Si osservi 
dunque che, se passiamo, con una qualunque trasformazione, dalle 
variabili x a nuove variabili x, e chiamiamo px i valori delle px calcolati 
in questo nuovo sistema, avremo da [44] per l’invarianza di d/ 


dl = — ZS, pr da ds, 
J 4B 1 
e quindi 


E n n 
0 = Peace X, padxx ds . 
ABL1 1 


Con la stessa considerazione che ci ha condotto dalla [39°] alla 
[45], possiamo di qui concludere che deve aversi in ogni punto di / 


SZ, Pa dtr— XS, Padcr=0. 
1 1 


adi triti a 
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. Il che esprime l’invarianza della forma lineare (nelle variabili contra- 
varianti arbitrarie dx) 


n 
Si Pr d% ,° 
1 


e quindi la covarianza delle pz. Ne segue, in virtù delle [46], che 
il sistema contravariante (reciproco) è costituito dalle p', ossia dai 
primi membri delle [47]. 

Chiameremo curvatura geodetica della linea lin un suo punto gene- 
rico il vettore p le cui componenti covarianti sono definite da [43], 
e quelle contravarianti, per conseguenza, da [46], ossia da 


} 
Ì 


p'=%;+ LETTE (i=1,2,...,N). [43’] 
gr! ® 
1 


Ù 


Corollario immediato è che le geodetiche sono le linee, la‘ cui cur- 
vatura geodetica è dovunque nulla. 

Più generalmente si ha, per la lunghezza del vettore p, una 
notevole proprietà, rilevata dal LIPKA,(') di cui ci limitiamo a 
riportare l’enunciato: Il valore assoluto della curvatura geodetica si 
presenta, come nello spazio ordinario, quale rapporto fra angolo di 
contingenza e arco elementare, chiamandosi angolo di contingenza 
quello compreso, in uno degli estremi dell’arco, fra la tangente ivi 
e la parallela alla direzione tangenziale nell’altro estremo. 

Un'altra proprietà notevole è che la curvatura geodetica è normale 
alla curva, vale a dire (poichè i parametri della tangente alla curva 
sono le x;) che si ha 


n 


ZS Pro =0. [48] 
1 


Per dimostrarlo, partiamo dall’identità 


n 
T, ax;tx&;= 1 
1 


(che si ottiene dividendo per ds? la [32]) e deriviamola rispetto a s. 


(1) Sulla curvatura geodetica delle linee appartenenti ad una varietà qualunque, 


Rend. della R. Acc. dei Lincei, Vol. XXXI (1° sem. 1922), pp. 358-356. 


Avremo 
» de o . . 
2 Zi Ax; Ca %j + POF dj dr dj 0 4 
1 1 
ossia 
P 
n i è 
2%, a ta; + Sy roi delia Ka 
a) 
e per la [2 24] 
n n Lu 
ia . l 
2 Ux; CaL; + dad; di 5 ie 0. 


L’ultima sommatoria si identifica con la seconda, con lo scambio 
materiale fra % e j: quindi si può scrivere, sopprimendo un fattore 2 


n n 
Anj Ea dj + / Cro;t,= 0. 
lit 2. ini | K 


Questa non è che la [48], ove per px si sia posta la espressione [43]: 
resta così dimostrato l’asserto. 

Nello spazio ordinario, come si riconosce subito, la direzione della 
curvatura geodetica coincide con quella della normale principale, 
e la grandezza si identifica con la flessione o prima curvatura della 
curva. 


$ 26. — ESTENSIONE DELLA NOZIONE DI PARALLELISMO. VETTORI 
ASSOCIATI SECONDO IL BIANCHI. — Premesse queste considerazioni 
generali sulla geometria delle V,, vogliamo estendere a queste la 
nozione di parallelismo 0, più generalmente, di equipollenza già 
definita per le V.. 

Manca veramente in questo caso un criterio analogo a quello, 
poichè non esiste in generale la sviluppabile circoscritta da cui ave- 
vamo preso le mosse. 

È invece adattabile immediatamente anche alle V, la legge dif- 
ferenziale del parallelismo espressa dall’equazione simbolica [19]. 
Consideriamo a tal uopo un vettore R spiccato da un punto P di V,, 
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e diciamo R + dk, il vettore equipollente spiccato da un punto vici- 
nissimo di V,, P,. Potremo pensare la V, (e quindi i vettori R, R + dA) 
immersa in uno spazio euclideo Sy (dove N è un intero sufficiente- 
mente grande), e quindi caratterizzare i vettori R, R + dR, oltre- 
chè con le loro componenti (covarianti o contravariauti) rispetto a V,,, 
anche con le loro componenti Y,, Yy+dY,(v= 1,2,..., N), rispetto a 
un sistema di coordinate cartesiane Y,, Y,; - - .: yy, in Sy. Consideriamo 
poi un arbitrario spostamento infinitesimo $P, contenuto in V, e spic- 
cato da P: esso potrà caratterizzarsi sia intrinsecamente mediante i 
dx; (i = 1,2,..., n), sia, riferendosi alle coordinate cartesiane, mediante 
i 3y, (v = 1,2,..., N): si noti però che, mentre i primi sono arbitrari, i 
secondi non lo sono, in base ($ 21) alle equazioni che definiscono le y in 
funzione delle x. Si può anche dire, con linguaggio geometrico, che lo 
spostamento deve soddisfare alla condizione di essere tangenziale, 
cioè di appartenere a V,. Ciò premesso, definiremo il vettore AR, e 
quindi il trasporto per parallelismo, mediante l’equazione simbolica [19] 
che si esplicita ($ 22) in forma analoga alla [19'], cioè 


n 
S, 1Y,dy, = 0, [49] 


valida per tutti gli spostamenti che soddisfano la detta condizione. 
La formula [49] non differisce dalla [19'] che definisce il paral- 
lelismo superficiale, se non per il fatto che l’indice y va da 1a N, 
anzichè da 1 a 3. Tutti i calcoli successivi procedono automaticamente 
come al $ 15. 
Si comincia col mettete in evidenza i èx, ponendo 


n 


N 
dR x èP = DA dY,dY; = Datk dx, 150] 
1 1 


e, dopo analoghe trasformazioni, si trovano per le 7, le espressioni 
n n 
4kl b; 
Tee ax; AR’ + I R' da, (K=1,2,...,%), 51] 
i ge LI 
1 1 


ovvia generalizzazione delle [21"]). Manifestamente si tratta qui pure 


. 
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di formazioni covarianti (rispetto a trasformazioni qualisivogliono 
delle x), in base all’identità [50]. Anche il sistema reciproco 


n 
t= Za” 
1 


si esprime in perfetta analogia colle [21”], cioè sotto la forma 
% 7 u 
; , (j l) ; Ò =? 
t=dR'+ ; |P da, (1,2, gi). (DI) 
sil ® 
A 1 


Dalle [49] e [50] si è in definitiva condotti alle equazioni intrin- 
seche del parallelismo 


= 0 (K=1,2,...,%), 


equivalenti alle 7° = 0, ossia alle 


i | 


ar'+ I° Rjan,=0 (i=1,2,....), [52] 
pr 
1 


le quali definiscono gli incrementi dE' delle componenti contrava- 
rianti quando si passa, per parallelismo rispetto a V,, da P (di 
coordinate x) a P, (di coordinate x + de). 

Per le componenti covarianti si trovano, come al $ 17, le equa- 
zioni equivalenti 


ari= LR da (=1,2,...,n). [527] 


Sia da queste che dalle [52] apparisce come il trasporto per 
parallelismo abbia carattere intrinseco rispetto alla metrica di V,. Ciò 
non era 4 priori evidente in base alla definizione geometrica da noi 
adottata, la quale si traduce nella formula [49], facendo intervenire 
uno spazio ambiente Sy. : 
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Le [52] e [52'] sono, si può dire, identiche alle [23] e [27] valide 
per le V: (differendone materialmente solo peril numero delle dimen- 
jl 


sioni): va da sè che e i designano i simboli di Christoffel di 
se i 





2% specie formati col ds? di V,. 

Tutte le proprietà che abbiamo dedotto dalle equazioni del paral- 
lelismo superficiale (in particolare: il trasporto lungo una curva 
finita qualunque è sempre possibile, e in modo unico; il trasporto 
conserva il prodotto scalare di due vettori, e quindi le lunghezze e 
gli angoli) si estendono senza difficoltà al parallelismo in V,. Mostre- 
remo nel $ seguente che si può anche estendere la proprietà di auto- 
parallelismo delle geodetiche, che nel caso delle superficie avevamo 
dimostrato per via geometrica. 

Qui vogliamo ancora segnalare la nozione dovuta al BIANCHI (') 
di vettore associato, lungo una curva 7, ad un generico vettore R, 
funzione dei punti di 7. Se gli R(s) uscenti dai vari punti di 7 non 
sono paralleli fra loro, lungo 7, il sistema contravariante sem- 


xs 


plice 7’, definito dalle [51'], non è identicamente nullo. Perciò le 


(«dEi N° (j 1|,da 
Vi-= -— | RÎ — i=1,2,...,, N 
7 SZ. -. (i=1,2,..., n) 
1 


si possono risguardare come componenti contravarianti di un vettore 
V non nullo, funzione esso pure dei punti di 7°. La direzione e la 
lunghezza di questo vettore sono chiamate dal BIANCHI rispettiva- 
mente direzione e curvatura associate, punto per punto, col vettore 
R(s). Se questo si riduce al versore tangenziale sulla stessa curva 7, 





cioè in particolare se R' -L = di, Siamo ricondotti al vettore p di 
curvatura geodetica, considerato nel prec. $. 

Si può dimostrare che in ogni caso V (ove non sia nullo) risulta 
perpendicolare ad R, e stabilire altre ‘interessanti proprietà messe 
in luce dal BrANcHI. Noi dobbiamo limitarci a rimandare alla me- 
moria citata, ovvero all’appendice al vol. II delle sue Lezioni di 


geometria differenziale (22 ediz., Bologna: Zanichelli, 19283). 


(1) Cfr. Sul parallelismo vincolato di Levi Civita nella metrica degli spazi curvi, 
Rend, della R. Acc, di Napoli, vol. XXVIII, 1922, pp. 150-171. 
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$ 27. — AUTOPARALLELISMO DELLE GEODETICHE. — Ricaveremo 
questa proprietà, per via analitica, dalle equazioni del parallelismo 
giovandoci delle equazioni differenziali che abbiamo trovato per le 
geodetiche. 

Chiamiamo X un vettore unitario definito in tutti i punti della 
geodetica che consideriamo e avente dovunque la direzione di questa: 
vogliamo dimostrare che esso si può considerare trasportato per 
parallelismo lungo la geodetica stessa. 

Siano infatti X' i suoi parametri. 

Ricordando la definizione di questi, e facendo intervenire le 
equazioni parametriche x; = «;(s) della geodetica di cui si tratta, 
avremo manifestamente 


e quindi 





_ Orale è ele & sono legate fra loro dalle equazioni {47], che caratte- 


i 


: : P ; Ne Rig dh : 
rizzano le geodetiche. Sostituendovi, per £; e X;,° e VR. abbiamo 
8 


a 


e moltiplicando per ds 


e i (EVE 
pids = di + ea x dx, =0, * d e 
) } ASTE sarta 


t 
1 


equazioni che esprimono il trasporto per parallelismo del vettore x. 

Val la pena di rilevare che, in base alle [51'] e [53], le p‘ds si 
presentano come un caso particolare delle 7’ (in cui il generico vet- 
tore R è sostituito dal vettore unitario X di componenti contrava- 
rianti %;). Di qua la contravarianza delle È, o, ciò che fa lo stesso, 
la covarianza delle p;, che noi abbiamo dimostrata in modo diretto 
nel $ precedente. 
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$ 28. — CENNI RELATIVI AL CASO DI UN ds? INDEFINITO. — Abbiamo 
convenuto ($ 20) di dire che una varietà V, ad n dimensioni è metri- 


camente definita quando vi si associa una forma differenziale qua- 
dratica, a coefficienti reali a,x, 


n 
gq= Sa dr da; da. 
i 


Abbiamo subito dopo introdotta l’ipotesi che la forma @ sia 
definita positiva, attenendoci esclusivamente ad essa nei $$ prece- 
denti. Vogliamo ora dire una parola anche sul caso, in cui la g si 
“supponga ancora irriducibile, ossia tale che il suo discriminante a 
sia diverso da zero, ma non più definita, bensì suscettibile ‘di assu- 
mere, per certi sistemi di differenziali dx;, valori positivi, e per 
certi altri, valori negativi. i 

Anche in tal caso, fissato un generico punto P di coordinate 2; 
e un punto infinitamente vicino P' di coordinate %; + dx;, si pone 


n 
ds? — pae Zu dik da, dar, 54] 


chiamando il ds? (che può ora essere positivo, negativo o nullo) 
quadrato dell’elemento lineare (distanza) o meglio intervallo dei due 
punti P e P'. 

Fra gli co" sistemi (reali) di differenziali dx;, cioè, come diremo, 
avendo riguardo soltanto ai rapporti, fra le co”! direzioni spiccate 


{N 


da P, ve ne ha co*-? per cui è verificata l’equazione (quadratica) 
ds? = 0. [55] 


Queste direzioni che si chiamano di intervallo nullo costituiscono 
(interpretando per un momento i differenziali dx; come coordinate 
cartesiane di origine P) un cono quadrico di vertice P. Tale cono 
separa (nella stella di direzioni uscenti da P) due regioni, in una 
‘delle quali è 

ds >0, . [56] 
e nell’altra 


ds <0. [57] 


1T—-T. LEVI-CivIrA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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Tutte le direzioni che cadono nella prima regione si chiamano 
di prima specie, ovvero (con appellativo suggerito dall’interpreta- 
zione relativista) temporali: tutte quelle per cui vale invece la disu- 
guaglianza [57] si chiamano di seconda specie o spaziali. Per le une 
e per le altre si definiscono i parametri mediante le posizioni 


xi = (î=1,2,...,0), [58] 





|de| 


mentre non c’è l’analogo per le direzioni di intervallo nullo in cor- 
rispondenza a cui ds° = 0. 

Dacchè, per le direzioni temporali, ds° >0, designando con ds 
il valore aritmetico della radice quadrata di ds?, si ha |ds|= ds, e 
tutto va come nel caso delle quadriche definite. 

Invece, per le direzioni spaziali, avendosi 


| ds? | = — ds = — Za dix da; dex, 
l'identità quadratica verificata dai parametri Y° è 
n n È 
Zi QX} = — 1, [59] 
1 


col secondo membro —1, anzichè 2 come per le direzioni tem- 

porali. 
Di _Con queste premesse non appare certo difficile l’estensione siste-, 
ju matica dei $$ precedenti al caso indefinito. Siccome per altro non: 
] ci consta che € essa sia stata compiuta in modo esauriente, ci per- 
mettiamo di segnalarla al lettore. 
se Vogliamo soltanto rilevare una circostanza colonia pressochè 
evidente a priori, e molto spesso invocata nella teoria della rela- 
tività, cioè che definizioni, immagini geometriche e formule dei $$ 
precedenti sono certo trasportabili al caso indefinito, purchè si tenga 
presente da un lato il comportamento eccezionale delle direzioni di 
intervallo nullo e si introducano d’altro lato ovvie modificazioni 
formali richieste dalla [59], quando intervengono direzioni spaziali. 
Noi ci accontenteremo di questa indicazione, terminando con 


due esempi: 
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1° La condizione di ortogonalità fra due direzioni, siano esse 
temporali o spaziali, di parametri x, p', è in ogni caso espressa da 


n 
Tir din Nu" =0. 


2° Se ci si limita a considerare linee tutte costituite da ele- 
menti temporali (ds° > 0), rimane valida automaticamente la trat- 
tazione del $ 24, e si è condotti alle stesse equazioni [47] delle linee 
geodetiche. 


PARTE SECONDA 


Forma quadratica fondamentale 
e calcolo differenziale assoluto 


CAPITOLO VI. 


Derivazione covariante. Invarianti e parametri differen- 
ziali. Coordinate localmente geodetiche. 


$. 1. — DERIVATE COVARIANTI, — Riattaccandoci alle considera- 
zioni svolte alla fine del Cap. IV, ci proponiamo ora di generalizzare 
l'operazione di derivazione, sostituendo alle ordinarie derivate degli 
elementi di un tensore alcune combinazioni lineari di tali derivate e 
degli elementi del sistema assegnato, formanti, a loro volta, un 
sistema misto (o, in particolare, covariante) avente un indice di cova- 


hy ...h 
rianza di più del dato. E precisamente, sia A; ha il generico sistema 
sinto 


assegnato, i cui elementi siano funzioni delle « ossia, con linguaggio 
hi ...h 
geometrico, del posto: dedurremo da questo un altro sistema A; 23 4 
sea 
(in cui / è un nuovo indice di covarianza) che, nel caso particolare 
hy...h 
che le coordinate siano cartesiane, si riduca al sistema “’ i.--.im . 
da, 
Per semplicità di scrittura, consideriamo dapprima un sistema 


è h 5 i E ta È è È @ 
misto A. con un solo indice di covarianza è e un solo indice di contra- 
È 


varianza h. 
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Fissata l’attenzione su un determinato punto della V, (prescin- 
dendo cioè dal fatto che le A' sono definite come funzioni del posto), 
ricordiamo che la legge di trasformazione delle 4* in un cambia- 


mento di coordinate è definita dall’invarianza della forma 
n hu. 
Fa Tin A, di Un , [1] 
1 v\ 


in cuile È’ costituiscono un generico sistema contravariante, o, se si 
vuole, sono le componenti contravarianti di un generico vettore &: 
analogamente le wu, si possono considerare componenti covarianti di 
un generico vettore u. 

Ora, poichè ad ogni punto di V, è coordinato un sistema di 


valori delle A° , potremo in ogni punto scegliere due arbitrari vete 


tori É, u, e comporre con essie le A” una forma invariante. 
17 


Immaginiamo fatta questa scelta in un ben determinato, ma 
qualunque, punto P, e prendiamo in considerazione un generico punto 
P, infinitamente vicino a P, convenendo di assumere, in P,, come 
€, u i vettori paralleli a quelli che ci siamo scelti in P (trattandosi 
di trasporto infinitesimo, non interviene la curva di trasporto). Indi- 
chiamo genericamente con l’operatore è l’incremento di una quan- 
tità nel passaggio da P a P,, e proponiamoci di calcolare il è F. 
Avremo, differenziando la {1] col simbolo 8, 


sp ) )adl E'un + A7 BE un + 45 Edu. 
Îh , 


1 


Ora, per la convenzione fatta poc’anzi sui vettori È e u, le Sé‘ 
e le è u, si debbono calcolare con le formule del parallelismo (rispet- 


tivamente con le [52] e [52']), mentre, le A' essendo per ipotesi funzioni 


del posto, sa” è dato dalla consueta regola di differenziazione 


i 4 3%) 08, 
dk Zu O i (lt, n) 


3 6 Ù 
\ AK: SL LAR Ri Ax, (c241, sata) 
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Tenuto conto di questo, si ha 


h fe . 
04, tudo — A; i mE dm + 
dii 9%, _ihil {? 


x» > all'ira. 
mil a) 


Possiamo mettere in evidenza, in ciascuna sommatoria, È'w, dx, 
basta a tal uopo scambiare i con j nella seconda e % con j nell’ultima, 
e avremo, raccogliendo in un’unica somma, 


n h n È x n ES 
on) ED A arde. ni 
da hl )j | i Ih) 


9%, bumi 
Ora, poichè il primo membro, per il suo significato, è invariante, 
mentre &', dx,, u, sono sistemi arbitrari contravarianti o covarianti, 
i coefficienti di questa forma (cioè le espressioni entro [ ]) costituiscono 
per definizione un sistema covariante rispetto a è e 7, contravariante 
rispetto a »: potremo porre perciò 


(E) dr. DI ali Hi [8] 
dx; _j ij) i I h 


; ps ; ; . h 
Questo sistema si dice derivato covariante del sistema A, . Esso 


èP= 


. 





è. . h A 
si indica talora con A.» o anche, quando non nasca equivoco, sem- 
r|é 
3 h 
plicemente con A, x 
do 


È evidente che in coordinate cartesiane (le quali esistono quando 
si tratta di forme euclidee; cfr. $ 21 del Cap. prec.) il sistema si riduce 
a quello delle derivate ordinarie, - 

Il procedimento seguito si può ripetere in modo analogo per un 
sistema misto generico: si otterrà sempre per è (come risulta 
immediatamente dal calcolo materiale) una forma plurilineare i cui 
coefficienti definiremo come elementi del sistema derivato cova- 
riante: essi sono formati da un primo termine, che è la derivata ordi- 
naria, cui seguono tante sommatorie col segno meno, quanti sono gli 
indici di covarianza del sistema dato e tante sommatorie col segno più, 
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quanti sono quelli di contravarianza. La formula generale è insomma 
(denotando con (?) il complesso degli indici î,...în, e con (h) il com- 
plesso Ri... hw) (1) 


() m î 
(O dA, "-) DIE \îr 0 
fu — du seinafin space im | j a; 
È n h h jh h i | 
A ius p—silo 4a bj (D 
È Si Ò h; | 
1 1 


$ 2. — CASI PARTICOLARI. — Consideriamo dapprima un sistema 
covariante semplice 4;, che possiamo sempre interpretare come costi- 
tuito dalle componenti covarianti (momenti) di un vettore A: in 
tal caso manca il contributo dovuto agli indici di covarianza e la /4] 
(o anche la [3]) fornisce in particolare.’ 


sn) i (5) 
0% 


Si vede facilmente che questo sistema doppio in generale non è 
simmetrico: dalla [5] segue però senz’altro la relazione notevole 


[4] 





dA; la dA 


Ai Ani = 
dx: 0%; 





(6, 


L’annullarsi della derivata covariante A4,;, ha un significato 
geometrico semplice: si ha infatti, in tal caso, moltiplicando la [5] 


per da,, 
dA, da, = > e “Ada 
dx - Fiale, 


che, confrontata con la [52'| del Cap. prec., in cui si suppongano 
tutte le da nulle tranne la Zesima, esprime che il vettore A si trasporta 
per parallelismo lungo la linea !. i 








(!) Cf. in proposito A. PaLartini. Suî fondamenti del Calcolo Differenziale assoluto, 
Rend., del Circolo Mat. di Palermo, T. XLIII, 1919, pp. 192-202. 

Un'altra illustrazione vettoriale della derivazione covariante fu indicata dal sig, 
HessenBeERG nella memoria Vektorielle Begrindung der Differentialgeometrie, Math. Anno, 
B. 78, 1917, pp. 187-217. 


In modo analogo, per le derivate di un sistema contravariante 
. semplice A‘, si ha 
n 


n dl' ji , 
PES wi, i [31 
IZ 0% P 1 


i. j 
1 





Consideriamo ora invece un sistema d’ordine zero, cioè un 
invariante f: la [4] diviene in tal caso 


=, [7] 


cioè le derivate covarianti coincidono con quelle ordinarie. Formiamo 
il sistema delle derivate seconde covarianti, applicando la [5] alla 


[7], e avremo 
o? n {IE d 
el 18) 
0%, 6% Ù A I) 0%; 


queste non coincidono con le derivate seconde ordinarie, però sono, 
come quelle, simmetriche. 
Per un tensore doppio covariante la [4] diviene 


Aa 7 {i 1} — {El o 
Any = 8 > VND Ai (9) 
4%, sli) ti 


mentre, per un analogo tensore contravariante, si ha 


n n 
ik ih ] 3 (9 x 
a IMPE » VEE [9] 
AL 0%, pe) il k 
1 


$ 3. —ILemMA DI Ricci. — Se la formula [9] si applica al 
sistema dei coefficienti del ds, e si ricorda l’espressione delle derivate 
di questi per mezzo dei simboli di Christoffel, si trova 





ag,=0 = (i,k,1=1,2,...,n). [10] 


= (= 


Questo notevole teorema, che le derivate covarianti delle a,, sono 
nulle, si può dimostrare direttamente, ricorrendo alla stessa defini. 
zione di derivazione covariante. 

Dobbiamo infatti scegliere due vettori arbitrari È, n, e formare 
l’espressione 


n . 
F= Soa n; 
1 


calcolare poi il {3F corrispondente a un trasporto per parallelismo 
dei vettori &, n, e otterremo una forma trilineare in &', nf, èx,, i cui 
coefficienti forniranno, per definizione, il sistema derivato richiesto. 

Ora la Y non è che il prodotto scalare dei vettori & ed n, che, 
come sappiamo, non si altera nel trasporto per parallelismo: quindi 
avremo èF = 0 qualunque siano È, n e ix, il che significa che tutti 
i coefficienti di questa forma sono identicamente nulli. 

In modo analogo si dimostra che sono nulle le derivate cova» 
rianti delle a'*: interverrà in questo caso l’espressiome 


che è ancora il prodotto scalare dei vettori (arbitrari) u, v. 


$ 4. — DERIVAZIONE CONTRAVARIANTE. — Viè nel calcolo diffe- 
renziale assoluto come una legge di reciprocità o di dualità, che per- 
mette di trarre da ogni teorema o formula un teorema o una formula 
reciproca, scambiando fra loro le parole covariante e contravariante, 
e portando gli indici dalla posizione in alto a quella in basso e vice- 
versa. Ne abbiamo già visti diversi esempi: accenneremo ora breve. 
mente all’operazione di derivazione contravariante, che fa riscontro 
all’operazione precedentemente descritta. 


n n A). hy 
Il modo più breve per dedurre da un sistema 45) il sistema Ai , 


che gode le proprietà reciproche di quelle delle derivate covarianti, 
consiste nel derivare covariantemente il sistema dato, e poi com- 
porlo col sistema delle a”: fare cioè 


hyYK n h 
AS Sat al, 
i) 1 (i)i 
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Si troverebbero, per questo sistema, una espressione analoga alla 14] e 
proprietà del tutto corrispondenti a quelle delle derivate covarianti, le 
quali si possono del resto ricavare subito dalle suddette, in base alla 
precedente formula di definizione. Perciò non insistiamo su questo 
argomento, e torniamo invece a trattare le proprietà ifondamentali 
della derivazione covariante. 


$ 5. — CONSERVAZIONE DELLE REGOLE DEL CALCOLO DIFFEREN- 
ZIALE ORDINARIO. — Cominciamo dal considerare un tensore, gene- 
ralmente misto, che sia la somma di altri due, degli stessi rango e 
specie, cioè 


Au = Bî + co . 


Si constata immediatamente che la derivata covariante del 
sistema A si ottiene, come una derivata ordinaria, sommando quella 
di B con quella di C, cioè 

Gi pl 11 
Agr = Bot € di [Ei 


Questa formula risulta sia dalla linearità della [4], sia dalla consi- 
derazione che la forma 7, relativa alle A, risulta dalla somma di una 
forma relativa alle B, e una relativa alle C, e altrettanto quindi avviene 


di SF: i coefficienti di questa (cioè, per definizione, le A) saranno 
dunque formati sommando i corrispondenti coefficienti delle altre 


PIRO h h « : 
due (che sono, per definizione, By, e O): Il ragionamento si 
. L) È 14 


estende senza difficoltà a una somma di quantisivogliono addendi. 
Passiamo a esaminare la derivata di un prodotto. Indicando 


1 


i 
h «_* . 
con Bi; 0, due generici tensori, denoteremo con 


Mm) ( ( 
A Do BC 

il loro prodotto, intendendo che il simbolo (i) rappresenti il complesso 
degli indici () e degli indici (î’’), e analoga convenzione facendo 


per (A). Dimostreremo che 


(2) (i) dA d) di i”) 
Ai > Bi Cat Bi Cai: [12] 
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Limitiamoci, per semplicità di scrittura, a un solo indice di cova- 
rianza e uno di contravarianza in ciascuno dei due sistemi A, B, 
e ricordiamo (Cap. IV, $ 7), che se 


Lit ea 
g= DS Bi cha Un è 


n n 
pda Lon 


sono le forme invarianti relative ai sistemi B, €, quella relativa al 
sistema A è 


F=0y. 
Avremo dunque 
SF =Yd0 + 9dY, 


. A . . . A JI " . 
e uguagliando i coefficienti di & n° u, v," 3x, nei due membri, otter- 
remo la [12] (per il caso cui ci siamo riferiti). 
Consideriamo ora la derivata di un sistema misto composto, 


© __ 3% 0) (8) 0 (0 
= l Ri 1 

4 Tm OESIOREAZIONE, [13] 
dove (2) e (4) hanno il significato precedente, ed (r) e (s) denotano il 
complesso di tutti gli indici rispetto ai quali si è eseguita la satura- 
zione. Dimostreremo che 


() fa Ma) 40) 0) (0) (8) (0) (7) 
B , _ a ’ " . I 
‘01 do aiuola L14] 


In particolare, se ciascun complesso si riduce a un indice solo 
e la saturazione si fa solo rispetto a un indice, la [13] diviene 


dre peg [137] 


d ra dd 


e la [14] 


se ep , 
A=D (Bi 0° + B° c5| [147] 
1 int "J in I 
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Faremo la dimostrazione in questo caso più semplice, avver- 
tendo che è immediata l’estensione al caso generale, il DEOFEA MONO 


essendo concettualmente identico. 
Partiamo dalle forme invarianti relative ai sistemi B e C 


un h ì r 
Pa zi PIT B. E Un LI , 
1 iù & 
n ks i 
Pa “i ZÎiks C, n Va Ma |s , 
1 


dove abbiamo introdotto (analogamente a quanto facemmo nel $ 9 del 
Cap. IV) un’ennupla di sistemi contravarianti x, (a =1,2,..., n) e 


l’ennupla reciproca. La forma invariante 
n 

F= Ta Pa Va 
. 1 


è quella, che ha per coefficienti le A, come si è visto nel Cap. IV 
Operando su questa col simbolo è avremo - 


SF =, [Va d9a + 9a dda 
. 1 


e uguagliando nei due membrii coefficienti di & n/ u, v, dx, si ottiene 
la [14'. 

Riassumendo, abbiamo dimostrato che valgono, per la deriva- 
zione covariante, le stesse. regole fondamentali che servono per la 


derivazione ordinaria. 


$ 6. — APPLICAZIONI. — Osserviamo anzitutto che, se si parte da 
sun, generico sistema semplice (funzione del. posto), per es. cova- 
riante, V;, e si considera il suo reciproco V', si ha per definizione 


n 
V' = Z, a Vi, 
1 


donde, -derivando covariantemente e ricordando il lemma di Ricci, 


Vi — S,a*Vy. [15] 
. 
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Calcoliamo ora la derivata covariante del prodotto scalare y di 
due vettori: essa coincide, come sappiamo, con la derivata ordinaria. 
Siano dunque U, V due vettori generici, e poniamo 


n 
x=Ux \ AE U;V'. 
1 
Derivando covariantemente, abbiamo 
n ; i 
= EU, V+ U Vi : 
1 


Nel secondo termine giova sostituire a V, la sua espressione [15], 
con che 


n i n : n 
ZSUV,= Za ai U, Vai = 3, U* Vai: Ù 
1 1 1 


Cambiando l’indice % in è, e sostituendo in y;, si ha la formula di 
uso frequente 


Xi sa x, La 4 + U' Vil . 116] 
1 


In particolare, se V = U, si ha y = U', e quindi 


QU Md iù 4 
x=2U-—=25>,UU;,. [167] 
0%, 1 
$ 7. — DIVERGENZA DI UN VETTORE, E DI UN TENSORE DOPPIO — 
As DI UN INVARIANTE. — Sia dato un sistema semplice covariante X; 


(che possiamo sempre pensare come il complesso delle componenti 
di un vettore X) e si formi l’invariante 


@= Say 17] 
1 


dove le X;|, indicano derivate covarianti. Nel caso particolare che la 


A ‘ . ; 6 ° P 
forma fondamentale sia euclidea, si ha a” =8 , e inoltre le derivate 
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covarianti coincidono con quelle ordinarie: quindi in tal caso la [17] 


diviene 
n 
de > dX; 3 
i 0Xi 
1 


Questa espressione, in tre dimensioni, prende, come è noto, il 
nome di divergenza del vettore X. Estenderemo questa denominazione 
al caso generale [17]. 

La [17] si può trasformare mediante la [15]. Quest’ultima infatti, 
sostituendo materialmente X a V, dà, perl =, 





n 
L » 
Zi = Dik ai Xati . 
1 


Ove si sommi rispetto ad i, il secondo membro dà ® (come tosto 
apparisce dalla [17] ponendo / al posto di % e scambiando poi / con i). 
Ne viene 


- da È: Zi. (177) 


Dalla regola generale di derivazione covariante, o più specifica- 
mente dalla 5’), si ha 


“ Lai . . 
Zi,= Pp.4 + N i xi. 
0% DI î 
FI 


Sommiamo rispetto ad i, badando, nel primo membro, alla [17'], 
nel secondo alla identità, già rilevata nel Cap. prec. (formula [26]), 


> fis}- È da 
ili Va 82; 


Con ciò, ove (sempre nel secondo membro) si scriva dappertutto 7 
come indice di sommatoria, si ha 


DI TT) 
dx, Va 0%, ’ 








sk 
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; . 1 
ovvero, mettendo in evidenza —- , 
a 


e- LN (Var). (177) 


Questa espressione della divergenza, del tutto equivalente alla 
[17], o alla [17°], si presta al calcolo meglio di quelle, le quali invece 
sono più adatte alle considerazioni teoriche. 

In particolare, consideriamo il caso che il vettore di cui si tratta 
sia il gradiente di un invariante «, cioè che sia 


sean ela 
0%; 


In tal caso la sua divergenza si indica col simbolo As e prende il 
nome di parametro differenziale secondo della funzione u: la sua espres- 
sione si deduce immediatamente dalla [17] ovvero dalla [(17/], tenendo 
poi conto, per il calcolo effettivo, che è 


u' = } quoa. 
i 0% 


Si ha così 


n n 
3 1 è a 
dn u=%) a'"ug= — ) _ (Vau 18 


1 1 


espressioni che si presentano entrambe come generalizzazione di quella 
ben nota del A: in coordinate cartesiane. 

Sia dato invece un tensore doppio, contravariante, XY. Notiamo 
prima di tutto che, se il tensore dato fosse invece covariante, X,,, 


è de É ° duce ina 
‘ o mìîsto, X , si potrebbe sempre, mediante composizione colle a’, 
L 5 a 


passare ad un tensore associato con tuttine due gli indici di contra- 
varianza, sicchè non costituisce restrizione il riferirsi al tensore con- 
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travariante. Da esso si deduce, per derivazione covariante e satura- 
zione, il sistema semplice (contravariante) 


[19] 


detto, per ovvia analogia col caso precedente, divergenza del tensore 
doppio assegnato. Qualora si saturasse il primo, anzichè il secondo 
indice, si avrebbe manifestamente un sistema contravariante 


| » ki 
i Di Da ’ 
1 


distinto, in generale, dalla divergenza Y' (coincidente nel caso parti- 
colare in cui è simmetrico il tensore dato X‘). Viceversa. se X, è 
il sistema reciproco ad X* (corrispondendosi gli indici nell’ordine 
scritto), si constata ovviamente, in base alle regole del $ 5, che 


n 
kl 
Yi= Zma"Xa 
1 


non è altro ché il sistema covariante reciproco di [19]. Tornando a 
. quest’ultimo, giova aggiungere che il secondo membro non si lascia 
in generale trasformare (come ci riuscì per la ordinaria divergenza [17]), 
in una espressione comoda pel calcolo effettivo. Tuttavia nel caso 
particolare dei tensori emisimmetrici (X°'* + X" =: 0), l’analogia si 
conserva perfetta anche sotto questo rapporto. In tal caso infatti, 
sostituendo per le x nelle [19] i valori forniti dalle [9], dei tre 
termini del secondo membro, il secondo va a zero per l’emisimme- 


tria, mentre gli altri due danno 


n 


È QX & v v k Xu . 
i 0% al k) 


Sami 
1 





Di qui, come poc’anzi (nel passare dalla [17'] alla [17/j), si trae 


n. 


(EE > (Va x'%), [19] 
Va: k 0O%k ; 


1 è 





12 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 











—T_—T———rT.:YT-./PT-_-*_>yt‘t'®**€ “e e, __-Òi;i!':/IMhticnroNS 
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$ 8. — ALCUNE LEGGI DI TRASFORMAZIONE. SISTEMI e. PRODOTTO 
VETTORIALE. NOZIONE DI ESTENSIONE DI UN CAMPO. -—— Conside- 


riamo una n-pla di sistemi covarianti semplici da {i (in cui « è il nu- 
mero d’ordine del sistema, e è l’indice di covarianza) e il relativo de- 
terminante 


Vail - 


Eseguendo un cambiamento di coordinate, cioè passando dalle x 
a altre variabili 2, le da |i si trasformano (giusta la legge di covarianza) 


in certe dalji 5 formiamo il determinante di queste nuove quantità 
V= \ da li i * 
Dimostreremo che la relazione fra y e y è 
V=vD [20] 


dove con D si è indicato il determinante jacobiano della trasfor- 
mazione, cioè 


che è — beninteso — diverso da 0, supponendosi sempre che si 
tratti di trasformazioni effettive. La [20] si giustifica subito, ese- 
guendo, per righe con la nota regola, il prodotto dei due determi- 
nanti a secondo membro, che scriviamo per disteso: 


I 0%, 6 6%, 

Ali 12 dini —- —: e. a o 

: I dx, 62, 0%, | 

| i | 

‘ dr, 0%, 0%, ! 

1 dala LOTPA si lei <.° ieoli 

RI . |dt, 9, 03, |. 

(RESINE di Pe 

| | 

\Anla Mn ja L Main 02, Lo, 2A 

| è | Xn 0%n 0%n 











ia 
Ricordando che 


pei, 0%; 
CARI dalj a 
lumi d%i 


’ [21] 
si vede subito che gli elementi del determinante prodotto sono pro- 
prio le X,.; - 

È utile anche esaminare come si comporta, nel passaggio dalle 
variabili x alle %, il discriminante della forma fondamentale, cioè 
il determinante 


a=lax I. 


Si ricordi a tal uopo che le a, si trasformano secondo la legge 


alla quale, posto 


»v 


» 


Ch 
ba = > RA (22) 
2 h Xx : 


si può dare la forma 


dir = bag a 


Questa legge, del tutto analoga alla [21], ci permette di concludere 
senz'altro, sull’esempio del caso precedente, che la relazione fra @ 
‘ e il determinante d delle 5,, è analoga alla [20], cioè 


a=)D. [23] 


® D’altra parte, anche la [22] è del tipo della [21], cosicchè il deter- 
minante d sarà legato ad a dalla relazione 


b=aD, 
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che, insieme alla [23], fornisce la relazione cercata fra a e @, cioè 
a = aD?. [24] 
Segue poi da [20] e [24] che .il rapporto | 


| Vv 
i Va 


è un invariante assoluto, cioè che 


Questa uguaglianza, a dir vero, è valida a meno del segno, ma se 
conveniamo di cambiare il segno del radicale ogni volta che si ese- 
gue una trasformazione con D negativo, essa è valida in valore e segno. 

L'osservazione ora fatta ci dà l’occasione di definire un tensore 
di particolare utilità, i cui elementi hanno un’espressione semplicissima. 


Si noti infatti che la quantità 73 ; di cui ora abbiamo constatato , 
a 


l’invarianza, non è che una forma plurilineare nelle n serie di varia- 
bili Xx;;, Come si vede subito, se si sviluppa il determinante y, secondo 
la solita definizione, come somma di prodotti dei suoi elementi presi n 
ad n, in modo che nello stesso prodotto non ne entrino mai due della 
stessa linea o colonna, e con la consueta regola riguardante i segni; 
talchè si può scrivere compendiosamente 


| ! 
PIRENEI LI 
; dg es in : 


con le convenzioni sopra ricordate sul modo di fare i prodotti, 
e sul loro segno. Poichè questa forma è invariante, i suoi coeffi- 
cienti costituiscono un sistema contravariante. E se chiamiamo 
gia ia... in il coefficiente del prodotto A, 1; gii, -- «Arti, Vediamo subito 
che si ha e 


gi in.-.in = 0 se fra gli indici è, î,...î, ve ne sono due almeno 


uguali fra loro; 
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€012. “n = -—. se quegli indici sono tutti differenti e costitui- 


Va 


scono una permutazione di classe pari rispetto alla permutazione fon- 
damentale 1,2,...,%. 


£1%2---*n = — -=. se gli indici sono tutti differenti, e costitui» 
Va 
scono una permutazione di classe dispari. 
SCARE ; RI 9 1 1 
Dunque: il sistema d’ordine n, i cui elementi sono 0, -—,—-= , 
Va’ Va 


secondo le regole date or ora, è contravariante: lo chiameremo 
sistema (contravariante) &. 

In modo analogo potremo definire il sistema (covariante) e, 
prendendo in considerazione il determinante (reciproco di y) 


A=lXxIl > 


formato con gli elementi reciproci delle X,,, nel determinante V 
(i quali costituiscono, come sappiamo dal $ 5 del Cap. IV, una n-pla di 
sistemi contravarianti semplici). Si ha, come è noto, e come del resto 
si verifica immediatamente, 


VA=1; 


quindi sarà invariante la quantità V a A (reciproca di DA) , la quale 
/@ 


si può scrivere, sviluppando il determinante A, 


ge iv lia i 
V a PAIA 
dj... in 
il simbolo $S indicando somma rispetto a tutte le disposizioni sem- 
plici degli indici è. 

Ne segue che il sistema, i cui elementi €; ;...4, 8000 nulli, se 


chia 
gli indici è, i,... i, non sono tutti diversi, e sono ugualiaV ao a —V 4 
secondochè, quegli indici essendo tutti diversi, la classe della permu- 
tazione è, è... în è pari o dispari, è covariante. 
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L'uso della stessa lettera e è giustificato dalla circostanza che 
questo sistema covariante è il reciproco del precedente. Ne lasciamo 
al lettore la facile verificazione (1). 

Mediante i sistemi e, quando sono dati n—1 vettori Vi 
(a = 1, 2,..., n — 1), se ne deduce (invariantivamente) un enne- 
simo w, che si dice prodotto vettoriale, in quanto, per gli spazi euclidei 
a tre dimensioni, si identifica coll’ordinario prodotto vettoriale. 
Dette v, e Vasi (È = 1,2, ..., n)le componenti, rispettivamente con- 


travarianti e covarianti degli n — 1 vettori assegnati, le posizioni 


n 


di da in-1 
Wi = Biiricina Miti cina i Va na) 
1 
A . 
i ii, igor ine 
w = Di ; fore LAT ep Vo Lato 
di tg ee NL li, 218, n_1 ini 


definiscono, come agevolmente si verifica, due sistemi reciproci, e 
quindi, tanto l’una, quanto l’altra uno stesso vettore w, le cui com- 
ponenti, quando n =.3 e si tratta di spazi euclidei, si riducono 
appunto a quelle dell’ordinario prodotto vettoriale. 

In ogni caso segue dalla precedente definizione delle w,; 
(ovvero delle w') che w = 0, se i vettori v, non sono tutti linear- 


mente indipendenti (cioè se la caratteristica della matrice formata 
dalle loro componenti è <n—1); mentre, quando lo sono, w 
riesce === 0 e perpendicolare ad ogni v,. Quest'ultima proprietà 
risulta dalla considerazione d’un generico prodotto vettoriale wXv, . 
Ricorrendo per es. al primo gruppo di formule, si ha 


n i 4 CPONNCI i i 
—_ " A (E: - avi CI n-1 
WX Va = Li WV = Tiri ina Siiizeinr 0 Va 000 Va 
1 i 


che va a zero in base alla definizione del ‘sistema e, cioè, se si vuole, 
perchè il sommatorio si presenta come lo sviluppo di un determinante 
con due linee identiche. 


(®) Per questa e per altre proprietà dei sistemi e, veggasi un'interessante nota 
del Lipxa, Sui sistemi E nel calcolo differenziale assoluto, Rend. della R. Acc. dei Lincei, 
Vol. XXXI (1° sem. 1922), p. 242-245, 
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Infine vogliamo introdurre nella metrica di una V, la nozione 
di estensione di un campo, cioè definire, per un dato campo di V,, 
una quantità V analoga all’area di un pezzo di superficie, o al volume 
di un campo a tre dimensioni. Evidentemente la definizione del dV 
è, a priori, in nostro arbitrio, con la condizione però che, per n = 2, 
si riduca all’espressione già data per l’elemento di area (Cap. V, 
form. [17]) e che, per n = 3, in coordinate cartesiane, si abbia 
dV = dxdydz: inoltre, per il suo significato geometrico, l’estensione 
V di un campo dovrà essere un invariante (1). Tutte queste condizioni 
sono soddisfatte se assumiamo 


dv =Vada,... dxn, 


indicando con |/@ il valore aritmetico della radicale, e quindi 


V= [Vade,... der. 
lo) 


Si sa infatti che, in un cambiamento di coordinate, il prodotto 
de, da, ... du, deve essere sostituito con !D| dx, d&,...dî,, e dalla 
124], estraendo la radice quadrata, e prendendo i valori assoluti dei 
due membri, risulta appunto che 


Va'D dd, de,... de, =Va da di, ... di,. 


$9. — ROTORE DI UN TENSORE SEMPLICE IN TRE DIMENSIONI. — 
Possiamo ora dare una definizione di rotore (o rotazione) di un vet- 
tore X assegnato come funzione del posto, valida anche nel caso che 
lo spazio che si considera non sia euclideo, o che, essendolo, le coor- 
dinate non siano cartesiane. Per n qualunque, la generalizzazione 
consiste nel definire come rotore il sistema covariante doppio 


Pa=tT;1 — Ki 


(1) Un esame circostanziato del concetto di estensione e della sua traduzione ana- 
litica fu compiuto recentemente dal sig. O. HòLDER. Cfr. Das Volumen in einer Rie- 
mannechen Mannigfaltigkeit, Math. Zeitschrift, B. 20 (1924), pp. 7-20. 


che è manifestamente emisimmetrico (perchè sussistono le identità 
Di + pu = 0). Come abbiamo visto nel $ 2, le p; si possono anche 
0X; _ 8X, 

0% 00; 

si considerano le X; come coefficienti di un pfaffiano 





presentare come differenze delle derivate ordinarie 


q=YX;da, 
1 


si riconosce che le p, non sono altro che i coefficienti del covariante 
bilineare di questo pfaffiano (cfr. Cap. II, $ 4). 

Per avere proprio l'analogo dell’ordinario rotore, conviene però 
limitarsi agli spazi di tre dimensioni. Per n = 3, gli elementi 
Pi: = — Pu distinti sono 3, in corrispondenza alle coppie 23, 31, 12 di 
indici distinti (alle coppie di indici coincidenti rimanendo subordinate 
delle p nulle). Ad ognuna delle coppie 23, 31, 12 fanno riscontro gli 
indici mancanti 1, 2, 3 rispettivamente, ossia, più compendiosa- 
mente, ad ogni coppia del tipo & + 1, 4 + 2 si può coordinare l’in- 
dice 4 (con la convenzione di risguardare equivalenti gli indici che 
differiscono di 3: così, p. es., se h= 2, con R + 2 si deve intendere 
l'indice 1). Si può dunque comprendere come, nel caso di n = 3, il 
rotore possa essere rappresentato da un sistema semplice (anzichè 
doppio): se però si ponesse 


Pn=Prn+1,h+29 


il sistema semplice così definito non sarebbe nè covariante, nè con- 
travariante. Conviene invece chiamare rotore un vettore R, di cui 
definiremo, con l’aiuto del sistema e introdotto nel $ prec., le compo» 
nenti contravarianti È? nel modo che segue: 


3 
R» =D, e Xii (h =. 2, 3). 
1 


La contravarianza di &* risulta immediatamente dal principio 
di saturazione. Per vedere l’analogia di questa espressione con quella 
dell’ordinario rotore, basta osservare che nella sommatoria doppia è 
ed ! possono assumere solo i valori 4 + 1, 4 + 2 (poichè per il valore 
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h, la e corrispondente si annullerebbe): dovendo poi i, / essere disu- 
guali tra loro, sono possibili solo i due casi 


i=h+1, I=h+2 (nei qual caso e! — Va) 
Va 
i=h+2 , 1l=h+1 (e » » =) 


Perciò quella sommatoria avrà solo due termini, e È" si potrà 
scrivere sotto la forma seguente 





R* = > (Fapamsa Angina) 
ossia ; 
bed i = #5 ) 
Va 0%, 41 0%, 49 


forma assai comoda per il calcolo effettivo nelle applicazioni. In coor- 
dinate cartesiane a = 1, e si ritrova la nota espressione delle com- 
ponenti del rotore (supposto che %,, #,, x corrispondano ordinata- 
mente ad 2, y, 2). 

$10. — CONCETTO DI GIACITURA. VARIETÀ GEODETICHE. — È 
noto che se nello spazio ordinario $, sono date due direzioni A, w 
uscenti dal medesimo punto P, e definite dai loro coseni x, p' 
(î = 1, 2, 3), ogni altra direzione È, spiccata da P, e avente per coseni 
tre combinazioni lineari di quelli, cioè E = pX° + o p', giace nel piano 
individuato da X e p. 

I coefficienti p e o non sono naturalmente indipendenti, dovendo 
le & soddisfare un’identità quadratica: si ha precisamente 


e? + 0? + 2pocos a =1. 


Le direzioni & così definite sono dunque una. semplice infinità, e 
il loro insieme dicesi giacitura. 

Tutto ciò si estende agevolmente a una V, generica. Siano date 
in essa m direzioni 1, (a=1,2,...,m). 

Presi m moltiplicatori p,: per ora arbitrari, consideriamo la dire- 


zione €, i cui parametri sono 


= 0, [27] 
1 
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e i cui momenti sono, per conseguenza, 
pi. i r27'). 
Affinchè queste espressioni possano effettivamente interpretarsi 


come parametri e rispettivamente momenti, occorre e basta che sod- 
disfino la relazione 


>, & Gi sp 1 
1 « 
cioè 
m n i 
Tag Pa Pg TA, Mali ni 
ovvero, indicando con af l’angolo delle direzioni di, e da. 
n A = 4 
Tag P, Pg €08 ab=1. [28] 


Supposte dunque le p legate da questa relazione, ma del resto 
arbitrarie, si vede che la [27] (0 la [27']) definisce un insieme di co! 
direzioni (chè tanti sono i parametri arbitrari), a cui appartengono, in 
particolare, le m direzioni date: questo insieme si dice giacitura. 

Definita una giacitura Gin tal modo (mediante m sue direzioni i)» 


si prendano in essa m direzioni qualunque à, (e=1 oi 
è quasi evidente che la giacitura G' individuata da queste direzioni è 


ancora la G. Ma si può naturalmente verificarlo per via algebrica. 
Infatti, se una direzione € appartiene alla G”, ciò vuol dire che 


. . . . . DI CI CD ld . . 
i suoi parametri sono combinazioni lineari delle X,;j quindi anche 


t 4 . è è è 
delle X,, cioè la direzione & appartiene anche a G'; e viceversa. 
Abbiamo visto nel Cap. V, $ 23 che una geodetica è individuata 
se se ne assegna il punto di partenza e la direzione. Ora fissiamo in 


una V, un punto P, e da esso spicchiamo due direzioni X, 4: resterà 
individuata da queste una giacitura di co! direzioni uscenti da P. Con- 


Ssigpea 


sideriamo le co! geodetiche uscenti da .P in tutte queste direzioni: 
esse costituiscono una superficie (co? punti), che si chiama superficie 
geodetica di polo P. 

Una superficie geodetica è dunque individuata da un punto e da 
due direzioni. 

Si può definire analogamente una varietà geodetica di m dimen- 
sioni: si assegni un punto di V,, e m direzioni spiccate da esso, le quali 
definiranno una giacitura di co-! direzioni; facciamo uscire secondo 
ciascuna di queste la rispettiva geodetica. Poichè ognuna contiene 
col punti, l’insieme di queste geodetiche conterrà co”-1+! punti, cioè 
costituirà una varietà V,, che diremo varietà geodetica. 

Sono particolarmente importanti le superficie (m = 2) e le iper- 
superficie geodetiche (m = n---1), che sono individuate da n — 1 di- 
rezioni uscenti da un punto: avremo da servircene nel $ seguente. 


$ 11. — COORDINATE LOCALMENTE GEODETICHE (0 CARTESIANE). — 
Si chiamano, in generale, coordinate cartesiane quelle che attribuiscono 
al ds? una forma a coefficienti costanti. Non sempre è possibile sce- 
gliere in una V, data tali coordinate; è però sempre possibile trovare 
un sistema di coordinate ‘che, nelle immediate vicinanze di un punto 
P a priori assegnato, si comportino come cartesiane: più precisa- 
mente, siano tali che le derivate dei coefficienti del ds? (che sareb- 
bero identicamente nulle se le coòrdinate fossero cartesiane) siano 
tutte nulle nel punto P. Tali coordinate si chiamano coordinate geo- 
detiche, o localmente cartesiane. 

Il loro interesse, nei riguardi del parallelismo, o, più general. ‘| 
mente, del trasporto elementare per equipollenza, appare in modo . 
espressivo, dalle equazioni [52] e [52'] del Cap. prec., che definiscono gli . 
incrementi delle componenti contravarianti e covarianti rispettiva- 
mente. Risulta infatti da queste che, quando ci si riferisce ad un sistema 
geodetico in P, tali incrementi, nel passare ad un qualsiasi punto 
. vicinissimo, sono nulli, precisamente come quelli delle ordinarie com- 
ponenti cartesiane negli spazi euclidei. 

Ciò premesso, sia data una V,, in cui sia posto un qualunque 
sistema di coordinate x: ci proponiamo di introdurre — se è possibile — 
nuove variabili 


Ci=f (0,,%,,..43 En) (i=1,2,..., n) 129] 
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tali che le x siano coordinate geodetiche, in P, cioè che, detti a, i coef- 
ficienti del ds? nelle nuove variabili, sia 





(2a) 0. alzi [30] 
0%, /p . 


dove con l’indice P si vuol indicare che, eseguita la derivazione, si 
devono sostituire le x con le coordinate x» di P. Ricordando la defi- 
nizione dei simboli di Christoffel, si vede che la [30] equivale alla 
condizione che i simboli stessi siano tutti nulli in P, cioè che 


vil =0 retata [30] 
7 


P 


Che sia possibile trovare delle f; definienti una tale trasformazione, 
si può intanto prevedere dal computo seguente. Le 30] sono 
al (n + 1) 

2 
(perchè ax è esprimibile, giusta la legge di covarianza, per mezzo 
delle a,, e delle derivate prime delle f;): ora quelle derivate prime 
n.(n + 1) 


equazioni contenenti Je derivate prime e seconde delle f; 


sono n?, le derivate seconde sono n e quindi, tra prime e 


seconde, superano il numero delle equazioni. Ne segue che (non esi- 
stendo, come constateremo, incompatibilità algebriche) si possono 
dalle [29] ricavare i valori (in P) delle derivate prime e seconde delle 
Î., (anzi, alcuni di questi valori rimangono arbitrari); essendo inoltre 
indifferente l’andamento delle funzioni fuori del punto P. 

| Da ciò si vede con quale larga arbitrarietà si possano scegliere 
le fi. Per evitare la discussione diretta delle equazioni [30], con» 
viene prendere le mosse dal $ 26 del Cap. prec. 

Abbiamo visto ivi che le espressioni 


= 4 19 U es aa, 
‘ gl i ) 


costituiscono un tensore contravariante semplice, essendo arbitrari . 
il vettore € e quindi le sue componenti contravarianti è, nonchè i 
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differenziali de,. Ciò vale in particolare nell’ipotesi & = dz;, cioè per 


si = d? Qi + (I s. de; da, . [31] 


Se, cambiando le variabili, si ha, in uno speciale punto P, 


27) 
è 


0%; i , 
— = è 32 
0%% k} [ J 
allora, în quel punto, in virtù della legge di contravarianza 
n Pos 
da > ci cl ì 
E (0443 
1 
risulta altresì 
=. [33] 


Supposto (come è sempre lecito con un preventivo cambiamento 
delle originarie variabili x; in x; + cost) che le «; si annullino in P, le , 
[32] rimangono senz’altro verificate purchè le formule di trasfor- 
mazione [29] sieno del tipo 


= + Pi (01,02, .-.3%n) Sa 


le 9; designando funzioni delle x, regolari in P, il cui sviluppo in serie 
di potenze delle x comincia con termini di secondo grado almeno, per 
es. polinomi di secondo grado nelle stesse x. In tale ipotesi infatti si 
annullano in P tutte le derivate prime delle 9 . Le loro derivate se- 
dvi coincidono colle o di , e caratterizzano — si pensi 
da; 60, 0%; 6%, | 
allo sviluppo di Maclaurin la parte di secondo grado nei se- . 
condi membri delle [29']. Mercè una scelta opportuna dei valori nu- 
merici delle dette derivate seconde in P, si riesce effettivamente, 
come ora mostreremo, a soddisfare alle [30'], cioè a rendere zero tutti 
i simboli di Christoffel relativi alle variabili x. i 
Infatti le [33], esplicitandone i due membri in base alle [31], e 
risguardandovi, a norma delle [29"], le x come variabili indipendenti 


conde 
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(Aifferenziali secondi nulli) e le x come loro funzioni, si possono 
serivere 


n n, ì n 
d2%; + La da, dex = DA ‘J i da; da, . 
k { Y } gm Ù 


Eguagliando il coefficiente di dx; dx, nei due membri e badando 
alle [32], se ne trae 





0%; 60] p lil, li è 


da cui apparisce che basta prendere, in P, 


2%; i I 
A... ira 
P 


0%; 0%; 


perchè risulti ogni dc = 0, 
i 


cod. d. (1). 


(3) Il sig. FERMI ha stabilito recentemente una notevole estensione di questo risul- 
tato, mostrando che, data una linea qualsiasi, è anche possibile scegliere tali coordinate 
che siano localmente geodetiche în ogni punto della linea. Cfr. le note Sopra i fenomeni 
che avvengono in prossimità di una linea oraria, Rend. della R. Aco. dei Lincei, 

‘vol. XXXI (1° semestre 1922), pp. 21-23, 51-52. 

Il risultato del Fegmi si può giustificare rapidamente come segue, mediante com- 
puto di indeterminate disponibili e di condizioni da soddisfare. 

Si assumano (come è sempre lecito, considerando un arco convenientemente limitato) 
le equazioni della linea £, sotto la forma 


c,=%X; (Xn) ($=1,2,..., n-1), 


e si osservi dapprima che, se di una generica funzione 2(x,, %a, ... , %n) sono noti 
lungo -la linea i valori suoi 2, e delle derivate parziali rapporto ad x,, %3,-..; &n—t, 
da 


rimangono per conseguenza determinati, pure lungo la linea, anche i valori di _ 
P di n 


L 


Basta infatti derivare rapporto ad «n l'identità 2(2,,%,,...,%n) =, (cn) valida 


lungo Z, per avere 


dt) da dai 
den din i dr: dan ; 


1 
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Non è fuori di luogo interpretare geometricamente il significato 
delle condizioni che si impongono alle coordinate x, affinchè val- 
gano le [30’], ossia affinchè esse riescano geodetiche in P. Tali con- 
dizioni possono porsi sotto la forma seguente: 

a) le n ipersuperficie coordinate passanti per P si comportino 
come ipersuperficie geodetiche rispetto ai punti infinitamente vicini 
(0, in particolare, siano proprio geodetiche); 

b) se per un punto P', infinitamente vicino a P e posto su una 
delle n linee coordinate passanti per P — diciamo quella su cui 
varia la sola x; — si conduce la direzione parallela ad un’altra di 
quelle linee coordinate, questa parallela appartenga all’ipersuper- 
ficie coordinata £; = cost passante per P'; 


Ciò premesso, si immagini di ricorrere ad un cambiamento di variabili del tipo gene- 
rale [29], e ci si proponga di determinare, se possibile. le n funzioni f. (21, £2,. .;%n) 


ik 





in tal guisa da rendere, lungo ZL, ogni = 0. Come già si è notato (quando si trat- 


de, 


tava di un unico punto P., si hanno così x 


LOI condizioni che involgono le deri- 
2 


vate prime e seconde delle /. Ora le derivate prime = sono in numero di n°, le de- 
0%, 


9 f 4 
rivate seconde, ESE ì s in numero di n z sti, ma, di queste le x* del tipo 
dC, 0° 
h W 





df, 


PESI (i, kE = 1,2,...,#), in base all'osservazione precedente, si sanno esprimere, 
€. d£ 
» kr 


lungo £, per mezzo delle altre e delle derivate prime. Complessivamente rimangono, 


fra derivate prime e seconde, proprio x? + » Vo — n (= n seri funzioni in- 


2 
da, 
cognite di x,, da determinare per mezzo delle altrettante equazioni ei = 0: queste 
0%, 
Li 


I a s . . Ù 
contengono, come immediatamente si riconosce, le derivate seconde ea 3 (A, k<n) 
dx DEA 
Ù k 


in termini finiti, anzi linearmente; mentre i valori incogniti delle derivate prime 


df, d 
-—— compariscono assieme alle — 
de, Ta 


i 





Si ha comunque un sistema di tante equa- 
x 
” ke 
zioni quante sono le funzioni incognite della sola x, , che interessa determinare. Noti 
i valori di queste derivate sulla Z, si possono determinare con larga arbitrarietà delle 
funzioni f, , che effettivamente li ammettono: basta pensare ad uno sviluppo tayloriano . 


. # . è . e o 
di tali f in funzione degli n—1 argomenti x, — ©, %,—x,;...,£n-, — £i_, + essendo le 


x (î= 1,2, ..., n—1) valori delle y, lungo L, cioè le funzioni y, (& ) che defini- 
scono codesta linea. 
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e) fissate le ipersuperficie coordinate conformemente alle con- 
dizioni precedenti, (il che, come si intuisce geometricamente, è sem- 
pre possibile), la numerazione di queste superficie (cioè il loro coor- 
dinamento ai valori dei parametri x,, %,, ...,%,) sia fatta in modo da 
soddisfare certe condizioni numeriche che preciseremo in seguito, e 
che, come vedremo, si possono sempre verificare. Che a) e d) siano con- 
seguenze delle [30"] risulta immediatamente dalle equazioni dei paral- 
lelismo e delle geodetiche. Reciprocamente dimostreremo che un 
sistema di coordinate soddisfacente alle condizioni a), db), c) è geo- 
detico in P. 

Cominciamo con l’esprimere analiticamente la condizione da). 
Prendiamo una direzione di parametri dx,, uscente da P e giacente 
nella ipersuperficie €, = cost (cioè tale che d&, = 0). Dobbiamo espri- 
mere che la geodetica avente tale direzione si comporta, in P, come 
se giacesse su quella ipersuperficie, cioè che, lungo tale geodetica, 


di; si annulla: sarà dunque dZ; = d°£; = 0, e ne risulterà, dall’equa- 
zione delle geodetiche, 


‘n 


j 1 
gl ®)p 


1 


Dei termini di questa sommatoria, quelli in cui o j, 0 2, o entrambi 
sono uguali a è, si annullano perchè dz, = 0: l’annullarsi dei rima- 
nenti (essendo le altre d# arbitrarie) richiede che sia 


jÙ i 1 
o per j, 1=|-<. 
Così è visto il significato analitico della condizione a). 

| Passiamo alla è). Prendiamo P' sulla linea é, con che, detti de 
gli incrementi delle coordinate da Pa P', avremo dx, = 0 per ogni 
l diversa da #. Detta poi X la direzione della linea coordinata j in P, 
con che 2° = 0 per ogni £ diversa da j, trasportiamola per paralle> 
lismo da P in P'. Avremo, applicando la solita formula e ricordando 
che solo dx; e X/ sono diversi da 0, 


ji 


dii = — 
si 1" 


x» dx; . 


— 193 — 


Affinchè la direzione X° = A + dA giaccia nella ipersuperficie 
X; = cost, bisogna che sia X° = 0, ossia (poichè, come abbiamo 
notato, )f = 0 se é —|= j) bisogna che sia da' = 0 per é =|= j, quindi 


i) si = 0 (per î=|=j) . 

i \p 

Questo è il signîficato della. condizione db). Resta ora da sfruttare 

la terza condizione, allo scopo di annullare i simboli con i tre indici 

tutti uguali: con ciò saranno esauriti tutti i tipi di indici di Christoffel. 

Supponiamo che le coordinate « soddisfino le condizioni precedenti: 

facciamo una trasformazione che non alteri le superficie coordinate 

per il che basta porre x; = }; (%;) (cioè ogni x funzione di una sola 
®) o, ciò che è lo stesso, 


dx; = Xi (£,) d&;, 


designando con X; la derivata della f rispetto al suo argomento. 
Calcoliamo ora l’espressione esplicita di quei simboli che vogliamo 
annullare. Abbiamo 


e ricordando che tuttii simboli sono già nulli tranne quelli a tre 
indici uguali 


sostituendo poi nel primo membro l’espressione che definisce il sim- 
bolo di prima specie, ricaviamo 


Dunque la condizione 
ali (îi=1,2,...,)- 
î n Rx SUIT 


» 
13 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 


equivale a 





(3) =0 ES DO ERRO 
0%;}p 


Ora, dalla legge di covarianza si ha 


n 

£ 0%; 0%, 

din = > SC A=drgX Ta, 
= 0%; 0%, 


QU = CSS +2a;X;X° . 
0%; dx; i 


e quindi 


Basta quindi che le funzioni X verifichino, in P, le n condizioni 
numeriche 

dUii 

dx; 





x 4205 XX = 


(restando, del resto, completamente arbitrarie) perchè sia soddisfatta 
la condizione voluta. 

In tal modo si ottiene che il sistema x sia laculimente cartesiano 
in P. 


$ 12. — TEOREMA DI SEVERI. — La possibilità di scegliere coordi- 
nate (localmente) cartesiane in un dato punto permette di sveltire. 
la dimostrazione di alcune proprietà geometriche di’ carattere 
locale. Come esempio, dimostreremo, senza alcun calcolo, un notevole 
teorema del prof. Severi (1). 

Consideriamo, in una data V,, due punti infinitamente vicini, 
P e P., e una direzione u spiccata da P. Questa direzione, e la dire- 
zione PP,, individuano una giacitura, e quindi una superficie geode- 
tica V, passante per P e per P., e contenente la u. 

Ora possiamo trasportare la u per parallelismo, da P in P., e ciò 
in due modi: 

1°) considerando la u come direzione in V,, e quindi riferendoci 

alla metrica di questa varietà: otterremo una direzione u,, che diremo 
parallela ambientale; 


(1) Sulla curvatura della superficie e varietà, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 
T. XLII, 1917, pp. 227-259. Cfr. in particolare il $ 11. 
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2°) considerando la u come direzione superficiale, appartenente 
alla superficie geodetica V, dianzi definita, e quindi riferendoci alla 


metrica di questa: otterremo una direzione u*. 


1 

Il teorema di Severi afferma che u, € u* coincidono. 

Esaminiamo dapprima il caso in cui la V, è euclidea. In tal caso le 
geodetiche sono rette (poichè, preso un sistema di coordinate carte- 
siane y, i simboli di Christoffel sono nulli e le equazioni delle geode- 
tiche divengono d°y;= 0 (i = 1, 2,...,n) e le superficie geodetiche 
sono piani; il teorema di Severi diviene una conseguenza immediata 
della ordinaria teoria del parallelismo negli spazi euclidei. 

Se poi la V, non è euclidea, osserviamo che tanto nella defini- 
zione della parallela ambientale u1, quanto in quella della superficie 
geodetica V., e della parallela u$ ad. essa relativa, i soli elementi 
metrici di cui si fa uso sono i simboli di Christoffel della V,: poichè 
questi, con opportuna scelta di coordinate, si possono render nulli, 
quelle due costruzioni procedono esattamente come se la V, fosse 
euclidea, e conducono quindi allo stesso risultato. 





CAPITOLO VII. 


“i 


Simboli di Riemann e proprietà concernenti la curvatura. 


$ 1. — GENERALITÀ SUL TRASPORTO CICLICO E SULLE RELA- 
ZIONI FRA PARALLELISMO E CURVATURA. — Il sig. Schouten, coi 
suoi metodi vettoriali, (') e, indipendentemente da lui, con ordinari 
sviluppi di calcolo, il sig. Pérès(?) hanno messo in evidenza l’impor- 
tanza che presenta, per la caratterizzazione delle proprietà geome- 
triche di una V,, il trasporto di una direzione lungo.un ciclo chinso: 
in particolare, per lo studio delle proprietà locali in un punto gene- 
rico P, la considerazione dei cicli infinitesimi. E precisamente: si 
consideri una direzione generica u (vettore unitario) spiccata da P, 
e la si trasporti per parallelismo lungo una linea chiusa 7, di lun- 
ghezza infinitesiyà, tornando così in P: si otterrà, eseguito il tra- 
sporto, una direzione wu, pure uscente da P, ma non coincidente, in 
generale, con wu: l'incremento subito dalle componenti (contrava- 
rianti) «' in questo trasporto ciclico dipende, in generale, dall’area del 
cielo, dalla sua: giacitura (cioè dall’orientazione nella V, dell'elemento 
di superficie su cui è tracciato il ciclo) e dalle proprietà metriche della 
V, in P. IL’influenza di queste ultime figura pel tramite delle deri- 
vate prime e seconde delle az, le quali derivate si presentano rag- 
gruppate in certe formazioni caratteristiche, che prendono il nome 
di simboli di Riemann, e sono formate coi simboli di Christoffel e 
con le loro derivate prime. Nel caso particolare che si tratti di una 
superficie, tali espressioni si riducono a una sola, che è quella cono- 
sciuta in geometria col nome di curvatura (gaussiana) della super- 
ficie: nel caso di una V, qualsiasi, la considerazione dei simboli di 
Riemann permette di estendere in modo opportuno il concetto di 
curvatura. 


(1) Die direkte Analisis zur neueren Relativittstheorie, Verh. der Kon. Ak van 
Wet. te Amsterdam, Deel 12, N° 6, 1919. Cfr. altresì Der Ricci-Kalku! (già citato a 
pag. 8), II, $$ 12-16. 

(2) Le parallélisme de M. Levi-Civita et la courbure riemannienne, Rend. della 
R. Ace. dei Lincei, (5), vol. XXVII (1° semestre 1919), pp. 425-428. 
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In questo capitolo considereremo dapprima il trasporto lungo 
una forma particolare di ciclo infinitesimo (parallelogramma ele- 
mentare): ci fermeremo poi alquanto sulle proprietà dei simboli di 
Riemann, che in quel Soa intervengono, ci serviremo di queste 
rivazioni covarianti successive, dui l’espressione della differenza 
delle derivate, e infine riprenderemo lo studio del trasporto su un 
ciclo qualunque, deducendone la nozione di curvatura, prima per 
una supericie, poi per una V, qualsiasi. 





.$ 2. — TRASPORTO CICLICO LUNGO UN PARALLELOGRAMMA ELF- 
MENTARE. — Da un punto P di una V, generica si spicchino due 
vettori infinitesimi, che indicheremo con $P, è'P. Interpretiamo 
il primo come uno spostamento elementare PP., e trasportiamo 
lungo esso, per parallelismo, il vettore 3'P; diciamo @ la posizione 
dell’estremo di*questo dopo il trasporto. Se eseguiamo l’operazione 
analoga trasportando invece il vettore 3P lungo il cammino PP, = è P, 
giungiamo, come si è detto (v. Cap. V, $ 19) allo stesso punto @ 
(anche tenendo conto dei termini del tipo Sè'P, è'8P), purchè si tra- 
sceurino i termini del 2° ordine rispetto a 3P e a $'P. Possiamo quindi 
prendere in considerazione, in una V, qualsiasi, un parallelogramma 
elementare PP1QPa. 

Conveniamo, come è ovvio, di rappresentare con dg l’inere- 
mento che subisce una quantità qualunque q (scalare o vettoriale) 
nel passaggio da P a P., e con d'q l’analogo incremento nel passaggio 
da P a Pa. Se si tratta di un vettore, calcoleremo detti incrementi 
con le formule del parallelismo. 

Ciò premesso, sia Dig l'incremento che subisce 9g, quando si 
passa da Pa @ lungo il cammino PP,0, e D:q l'analogo incremento 
corrispondente all’altra coppia di lati PP.@, che insieme con la 
prima costituisce il cielo. /G/GGGGG TT 

Si vede subito che (a meno di termini trascurabili in base alle 
convenzioni adottate) l’incremento totale Ag, quando si percorre 
l’intero ciclo, nel senso PP. QP.P, vale Pa _ Dg, Occupiamoci in 
primo luogo di Dig. 

Al trasporto lungo PP., corrisponde l’incremento indicato con è: 
perciò, se la determinazione della nostra quantità era g nel punto 
P, sarà, nel punto P,, 


q+84=4. 
‘4 
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‘ Il trasporto lungo P,Q cambia g; in g, + d'g,, quindi si avrà, 
in 9, 
a+ dq + d' (q + da) 
=q+34 +39+ 889, 


da cui 


D:g=dq + dq+ d'èq. 


Siccome Dsg, per sua definizione, differisce da Dig per lo scam- 
bio tra P, e P, e quindi fra $ e ®, così si ha 


Dag = d'q + dq + 8d'q 
Ne consegue che il trasporto ciclico dà luogo all’ineremento 
Aq= (38 —Sd)q. ° [1] 
Si tratta ora di esplicitare questa espressione, supponendo che 
la quantità q sia un vettore u, e calcolando gli incrementi è e è’ con 


le formule. del parallelismo. Conformemente a queste, gli incrementi 
Su” delle componenti contravarianti saranno dati dal seguente 


pfaffiano 
duicica ) Va 004 (2) 
ih 
1 $ ‘ 


mentre lo stesso pfaffiano, relativo agli incrementi è’x,, definisce 
le 3'u. Dalla [1] si vede che di tale pfaffiano dobbiamo calcolare 
il covariante bilineare (cfr. Cap. II, $ 4). 

Differenziando la [2] col simbolo è' avremo: 


sen}, VII ui 80, DI ina: du! da, — 
rT t, 


i h 








u' d'dx,. 
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La prima sommatoria si sviluppa, osservando che le Î { sono 


funzioni delle x, e quindi 


n 
pie a ) re MILLE 
rl i 0% r | 


Tia seconda, sostituendovi per S'u' la sua espressione analoga 
alla [2], diviene 


n 
, Riti u dada, , 
- ina 7 CIA 


ovvero, scambiando ? con ! (per avere anche qui il fattore '), 


) I) |a. 
male (11 
1 


Si ha dunque, riunendo, nelle due prime sommatorie, i fattori 
ui dae, dar, 


n 
Sie = — Ea a u' So, d'a, — 
melo! è | PIENA I 
î 1 
_ } VAI dis. 
nl r\ 
n 


l’espressione di dò'u" si deduce da questa, scambiando ma- 
terialmente è con è’; nella prima sommatoria converrà inoltre scam- 
biare gli indici % e X, ottenendo 


ve LEI 
ihk 3%, ) r | i str 





x } | ui d'a; da, — 


oe . 
— ) ud. 
Ò inlr 


Nel fare la differenza 3'3u — d8'u”, le ultime sommatorie si eli- 
dono, perchè dd'a, = d'èx, (cfr. Cap. II, $ 4), e resta la somma ri- 
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spetto agli indici î, =, #, nelta quale si può mettere a fattor comune 
u' dx, d' xx. Perciò, introducendo è simboli di Riemann di 2% specie, 


0 \îh} o \tk 
i hkì= — sinti “a 
RARI dex lr) va | 
— IR] \ikj (1Ej(ih 18] 
> 0) i LIS (,68-1,2,..,0)| 
Lau rt 1 Ir Xlz} | 9» 
1 ES 
si avrà sa. LI pa 
n ig dv S$ 
Au” = (d'$ — Sd) u — — Lia ;ir, hk{ u' Sx, dx. [4] nr 2. fe 
1 Zar DELIO 
° *u SET qu 9 = Î 
Si vede da questa formula che-il cercato incremento Au di- dr 


pende dal vettore u, dai due vettori èP, è'P che definiscono il pa- 
rallelogramma, e infine dalla metrica della varietà pel tramite delle 
quantità {é 7, 4k|. Dalle [4] segue in particolare che, per le varietà. 
euclidee, è simboli di Riemann testè definiti sono tutti nulli, qualunque 
siano le coordinate x cui ci si riferisce. Infatti, per tali varietà, si 
ha Au = 0(r =1,2,..., n), in quanto qualsiasi vettore riprende la 
determinazione originaria quando lo si trasporta per parallelismo 
lungo un ciclo chiuso qualsiasi. Perciò l’ultimo membro delle [4] 
s°annulla per ogni r, nonchè per qualsiasi determinazione del vettore 
u e degli spostamenti SP, SP, ‘ cioè per qualsiasi determinazione degli 
argomenti w', dx,, d'xx. Si devono Dortanto annullare i singoli coeffi- 
cienti fi r, RK}. 

È utile osservare fin da ora le due proprietà seguenti dell’ope-. 
ratore A: . 

a) applicato a un prodotto, si comporta come un simbolo di 

differenziazione ordinaria, cioè E 


A(do)=yAp+pAY, 


il che si verifica direttamente (calcolando prima 3 (J 9), poid'8 (J9), ecc.); 
b) applicato a una funzione del posto, dà per risultato lo 
zero, come è evidente dal suo stesso significato. 
Se si vogliono, in luogo degli incrementi Aw”, quelli relativi 
alle componenti covarianti, basta osservare che 





n 
Wed “ 
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e quindi, per le proprietà dell’operatore A, 
n 
Au; = dI Ajr Au 
1 


n 
= — Srinkd; |ir,hk} wide, Sa. 
1 


Si può effettuare la somma rispetto a r, introducendo i simboli 
di Riemann di 1? specie 


(ij, hk)= Za; |ir,hk} , [5] 
1 
‘ e si può allora scrivere 


Au; = — Sin (îj, h k) wu! da, d'a, [47] 


formula analoga alla [4]. 
Risolvendo le [5] si hanno i simboli di Riemann di 2* specie 
espressi per mezzo di quelli di 1%, dalle formule, inverse delle [5], 


fir, bk} = 3,0! (ij; 1%). (57) 
$3. — PROPRIETÀ FONDAMENTALI DEI SIMBOLI DI RIEMANN DI 
22 sPECIE. — I simboli di Riemann di 22 specie, definiti dalla [3], 


sono, come si vede, funzioni del posto, e dipendono precisamente 
dalle a;x, dalle loro derivate prime (contenute nei simboli di Chri- 
stoffel), nonchè dalle derivate seconde (contenute nelle derivate dei 
simboli di Christoffel). Essi godono le seguenti proprietà fonda- 
mentali: 

a) Sono emisimmetrici rispetto agli ultimi due indici, cioè 


ir, hkj=—|ir,kh} [6] 


donde, in particolare 


ir, hh|j=0. 
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Questa proprietà risulta immediatamente dalla [3]. 
b) Costituiscono un tensore misto, contravariante rispetto al 
secondo indice, e covariante rispetto agli altri tre, talchè il simbolo 


;îr, hk} si potrebbe anche indicare (come taluni fanno) con a, Per 


dimostrarlo, consideriamo l’invariante 


n 


F= I. Pr W 
1 


dove le p, sono funzioni assegnate (ma qualunque) del posto, talchè 
Ap,= 0. Se applichiamo alla F il trasporto lungo un cielo infini- 
tesimo, troviamo (ricordando il comportamento dell’operatore A) 


AP=%. (Ap, + pr AW) 
1 
= XS p,hw. 
1 


Questa quantità deve essere invariante (essendo tale 7): se 
nella sua espressione sostituiamo Aw” con la sua espressione [4], otte- 
niamo la forma quadrilineare 


. » n 
AP=— Zina {ir ,hk} pru' da, d'a [7] 
1 


che esprime appunto l’annunciata proprietà dei simboli di Riemann, 
poichè i sistemi semplici p,, u', èx,, 3° xx sono arbitrari. 

Dal carattere tensoriale dei simboli di Riemann si può ricavare 
una seconda dimostrazione (la prima è immediata conseguenza delle 
[4], come si rilevò nel precedente $) del fatto che per una V, eucli- 
dea i simboli di Riemann sono tutti nulli. Infatti essi sono eviden- 
temente tali, in base alla definizione formale [3], in coordinate car- 
tesiane, e per conseguenza, in qualunque altro sistema di coordinate. 

e) Godono di una notevole proprietà ciclica rispetto ai tre 
indici di covarianza, e cioè 


lir,hk}+ihr,ki}+|kr,ih}=0. [8] 


Per dimostrarlo, riprendiamo la Y e la formula [7], supponendovi 
però che le p, siano le derivate di una funzione invariante f del posto 
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(i cui valori numerici sono peraltro arbitrari), e inoltre assumendo 
come vettore u uno spostamento infinitesimo di componenti w = dx,, 
pur esso arbitrario. In questa accezione, la F diviene 





FS do = df, 
1 CHA 
e la [7] 


n 
(d'8 —- 39) df=— Zan {ir,hk}prda;da, day. [9] 
1 


Scambiando tra loro ciclicamente i tre vettori infinitesimi cui 
accennano gli operatori d, è, 3°, avremo le altre due formule 


n 

(dò — d'd) df = — ZÎihkr tir , h k! Pr dx; dx, dx, [97] 
1 A 

(dd — d$)d'f = cat Zir}îf, hkjPr dx; dx, dr. f9”] 


1 


Ora, nei secondi membri di queste ultime due formule, si può 
far apparire, come nella [9], il prodotto dx; dx, dx, sol che si scam- 
bino convenientemente gli indici di sommazione. Ciò fatto, si possono — 
sommare le [9], [9], (9""]: al primo membro si ottiene 0, perchè i ter- 
mini si elidono due a due '(p. es., 3'3df — d'ddf = È' ($df — dèf) — 0, 
essendo f funzione del posto); e si ottiene 


0= Sine [fir,hk} + {hr,ki} +{kr,ih}]p,d2;d0, Sax. 
1 


Di qui segue subito la [8], essendo arbitrari p., dx; ,dx,, dx. 

$4.— SIMBOLI DI RIEMANN DI 1 SPECIE, LORO PROPRIETÀ FON- 
DAMENTALI E LORO NUMERO. — I simboli di Riemann di 1 specie, 
definiti dalla [5], cioè ottenuti componendo il sistema quadruplo 
dei simboli di 2 specie col sistema delle a, godono le seguenti 
proprietà: 

a) Sono covarianti rispetto a tutti e quattro gli indici, talchè 
si possono indicare, come si fa spesso, con d;;,x: ciò risulta dalla 
definizione stessa, in virtù della legge di saturazione degli indici. 

Vale anehe qui l’osservazione, che una YV, euclidea ha tutti i 
simboli di Riemann nulli, qualunque sia il sistema di riferimento. 
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b) Sono emisimmetrici rispetto a ciascuna coppia di indici, 
vale a dire si ha identicamente 


(ij, hk)= —(ij, kh), [10] 

(ij,hk)=—(ji, hh). (11) 

La [10] risulta subito dalla (5], e dalla analoga proprietà dei 
simboli di 22 specie. Per dimostrare la {11] seguiremo un metodo ana- 


logo a quello impiegato nella sez. db del $ precedente, prendendo come 
invariante il prodotto scalare di due arbitrari vettori u, Vv; 


n 
P= Tv; u' . 
1 


Applicando l’operatore A e ricordando che nel trasporto per 
parallelismo il prodotto scalare non varia (per cui AF = 0), avremo 


0= Sv; hw + x, w' Av, . [12] 
1 1 


L'espressione di Au’ è fornita dalla [4], scrivendovi j in luogo 
di r: quella di Av; dalla [4'] . Sostituendo, si ha 


n n 
0= Sti iij, hk wu! do, dx + Sim (ij, hk)v Sa, Sax. [127] 
1 1 i 


Nella prima sommatoria esprimiamo #; per mezzo delle com- 
ponenti contravarianti v, e poi, ricordando la [5], effettuiamo la 
somma rispetto a j, cosicchè avremo successivamente 


n 


n 
ZDjihkr Ajp ®" dj 5 hk! ui dx, der = Nihkr V (ir, h k) ui dx, dx l 
1 1 


infine, scambiando gli indici è ed 7 in j e è rispettivamente (per uni- 
formarci alla seconda parte della [12']), risulta 


Dil v' (ji,hk)u'!dx,da,. 


3 
1 
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Ora possiamo riprendere la [12°] mettendo a fattor comune 
v'ui dx, À'x:, e avremo 


v) 


0 = Sn (Gi, hEk) + (ij, hk)]vu' de, dx, , 
1 


donde si ricava, per l’arbitrarietà delle ww’, v', 3x,, dx, la for- 
mula [11]. 

c) Anche i simboli di Riemann di 12 specie godono di una pro- 
prietà ciclica analoga a quella dei simboli di 23 specie e da essa imme- 
diatamente desumibile: si ha cioè (tenendo fisso il secondo indice, . 
e permutando ciclicamente gli altri tre): 


(ij hk) + (hj, ki) + (kj ih) =0. [14] 


Questa formula deriva senz’altro dalla [8], moltiplicata per 4; 
e sommata rispetto a r. 

In virtù della emisimmetria dei singoli addendi, da questa iden- 
tità ne deriva subito una analoga (in cui invece si tien fisso il primo 
indice): 

(ij, Bk) + (ih, kj)+(ik,jh)=0. - 14) 
d) Vi è infine, pei simboli di 18 specie, una proprietà di com- 


x 


mutabilità, che è conseguenza delle precedenti, e permette di scam 
biare fra loro le due coppie di indici, senza cambiare il valore del 
simbolo. In formula: 


(Gi, AE) = (bk; ij). 15) 


Per dimostrarla, scriviamo la [14'] e le altre tre identità che si 
ottengono da quella permutando ciclicamente i quattro indici nel- 
l’ordine è, j, h, k, ossia 

‘Cigs hh) + (ih, Bj) + (ik,jh)=0, 
{(dh,ki)+(jk, ih) + (di h.k) =0, 
(AE, ij) + (hi ;jh)+(hj,ki)=0, 
(ki, jh) +(kj, hi) + (kh, ij)=0. 
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Ora sommiamo la prima e l’ultima sottraendo la seconda e la 
terza, e teniamo presente la proprietà di emisimmetria: vedremo che 
i termini si elidono due a due, tranne i quattro sottolineati: questi 
ultimi forniscono 


2 (ij, hk)—2(hk,ij)=0," 


donde l’annunciata proprietà. 

Calcoliamo adesso il numero dei simboli di Riemann di 1 specie 
indipendenti. Un sistema quadruplo, come abbiamo detto (Cap. IV, 
$ 2), ha in generale n‘ elementi, se » sono le variabili ‘indipendenti. 
Il numero ‘dei simboli di Riemann distinti di ciascuna specie è però 
minore, perchè quei simboli sono legati dalle identità che abbiamo 
precedentemente dimostrato. Fissiamo questo numero per i simboli 
di 18 specie, dividendoli in tre classi, e contando separatamente quelli 
di ciascuna classe, col criterio seguente: 

1) simboli con 2 soli indicì diversi: sono del tipo (ij, ij), poichè 
le altre disposizioni possibili danno luogo a simboli nulli, o riducibili 
a quello scritto. Con ogni coppia di numeri i, j (non uguali) si può 
dunque formare un solo simbolo di questa classe la quale ne contiene 
pertanto 


n(n_-1) 
2 


’ 


2) simboli con 3 indici diversi: sono del tipo (i, *h), poichè 
anche qui le altre disposizioni possibili danno luogo a simboli nulli, 
o riducibili a questo. Con ogni terna di numeri non uguali si pos- 
sono formare 3 simboli di quel tipv (dovendosi scegliere fra tre l’in- 
n(n_1)(n_-2) 
1.2.3 
distinti della classe che consideriamo ammontano a 


dice che si ripete); poichè le terne sono , ì simboli 


n(n—-1)(n—-2), 
2 v) 





ce) simboli con 4 indici diversi: con una quaterna di numeri tutti 
diversi è, j, è, k, si possono formare i tre simboli 


(ij, hk) , (ih,kj) , (ikjh), 


. 
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mentre ogni altra possibile disposizione : dà luogo a. simboli ridu- 

cibili ai tre suindicati. Questi tre però non sono. indipendenti, 

in causa della relazione ciclica [14']. Ne segue che ognuna delle 

n(n—-1)(n_-2)(n—-3) 
1.2.3.4 

stinti: questi sono perciò in numero di 





quaterne possibili dà luogo a 2 simboli di- 


n(n—1)(n—2)(n—3) 
12 





Sommando i tre risultati parziali ottenuti si ha, con facili 
riduzioni, il numero totale N dei simboli di Riemann di 12 specie 
indipendenti: 


2 2a 
g__- 
12 


Così per una ordinaria superficie (n = 2) si ha N = 1; per uno 
spazio a tre dimensioni, N = 6; per uno spazio a quattro dimen- 
sioni, N = 20. 


$ 5. — IDENTITÀ DEL BIANCHI (!). — Si tratta di relazioni ci- 
cliche fra le derivate covarianti dei simboli di Riemann, tanto di 12 che 
di 2% specie. Ecco come vi si giunge. 

Riprendiamo la formula [3], che definisce il simbolo di 2 specie 
{ir,hk}, e deriviamola rispetto a 2,, Osserviamo però che l’ultima 
parte (che consta di termini di 2° grado nei simboli di Christoffel) 
darà luogo nella derivazione, a termini formati dal prodotto di un 
simbolo di Christoffel per la derivata di un altro di tali simboli: l’essen- 
ziale per noi è che, con referenza a un determinato punto P, sce- 
gliendo coordinate in tal punto geodetiche, possiamo far sì che tutti 
questi termini si annullino. Non sarà altrettanto però dei primi, 
poichè le coordinate geodetiche annullano bensì i simboli, ma non le 


(®) Queste identità erano state indicate senza dimostrazione dal Papova, in 
base ad una comunicazione verbale del Ricci (cfr. Sulle deformazioni infinitesime, Rend. 
della R. Acc. dei Lincei, (4), vol. V, 1° semestre 1889, pag. 176). Poi vennero dimenticate 
anche dallo stesso Ricci. Il Branca le ritrovò e ne pubblicò la dimostrazione, conse- 
guita mediante calcolo diretto, nel 1902 (ibidem, (5), vol. XI, 1° semestre 1902, pp. 3-7). 
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loro derivate. Avremo pertanto la formula, valida nel punto P e per 
coordinate ivi geodetiche, 





2 i h 3 i k 
OI i A 
0%, 00, 30 rv) 90, 9m 7) 

Scriviamo anche le altre due formule, che si ottengono da questa 
permutando ciclicamente gli indici %, X, l (e lasciando fissi è, 7): 








» (ik : {im 

2 fir,kD Pa fi | Li li t, 
deg * dm, agi ri cada,iri 
; I 2 h 

2 fini n= a 2: 
ss aule) ax dar 


Sommando membro a membro queste tre uguaglianze otteniamo 


0 4 Ce) ; d : 
Lt ifine+ dfn) =0, 06 


IN 


la quale vale nel punto P, e nel particolare sistema di coordinate 
scelto. Ora consideriamo il seguente tensore misto di rango cinque 


=fir,hk}+{ir, 10,4 11), 


ra 


in cui gli indici esterni alle parentesi indicano derivazione covariante. 

Questo sistema, riferito al punto P e a coordinate ivi geodetiche, si 
identifica col primo membro della [16] (poichè le derivate covarianti 
in tal caso coincidono con quelle ordinarie): esso ha dunque tutti gli 
elementi uguali a zero, e sarà quindi identicamente nullo qualunque 
sia il sistema di riferimento (cfr. Cap. IV, $ 12). Con ciò si è dimo- 
strata l’identità 


fir,hk} +{ir,kb},+{ir,1h},= 0 [17] 
che costituisce una prima forma det risultato stabilito dal Bianchi. 
La relazione analoga a questa, pei simboli di 1 specie, si dimo- 


stra facilmente, ricordando la definizione di questi, data dalla [5]. 


4 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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Infatti, se deriviamo covariantemente quella formula, tenendo pre- 
sente il lemma di Ricci, troviamo 


n 
(ij, hk) = Sr dj {ir hk}, 
1 


Di qui, permutando ciclicamente gli indici %, %, 2, e sommando, si 
ottiene, in virtù di [17], 


(ij, hk) + (ij,kED + (ij, th = 0 [17] 
che è la seconda forma delle identità del Bianchi. 


$ 6. — REGOLA DI COMMUTAZIONE DELLE DERIVATE SECONDE COVA- 
RIANTI. — Una notevole applicazione dei simboli di Riemann si 
ha nella formula che dà la relazione fra i due sistemi 
W) O) 


(i)ak e (i)eh 3 


ottenuti con una doppia derivazione covariante da un generico tensore 
i (dove con (i) si intende il complesso dei simboli di covarianza 


Î +-+ îm, © con (j) il complesso dei simboli di contravarianza j, ... Ju). 


Considereremo, per semplicità di scrittura, un sistema misto doppio A° , 


avvertendo che il procedimento è analogo se gli indici sono di più. 
Partiamo, al solito, dalla forma bilineare 


la cui invarianza caratterizza la legge di trasformazione delle A: le &' 
sono le componenti contravarianti di un vettore arbitrario &, le u; 
sono le componenti covarianti di un altro vettore arbitrario u. Il pro- 
cedimento consisterà nel calcolare, in due modi diversi, la quantità AF 
corrispondente a un trasporto ciclico lungo un parallelogramma ele- 
mentare (cfr. $ 2), e nell’eguagliare identicamente le due espressioni 
ottenute. x 

Un primo modo di calcolare AF è il seguente. Facciamo corri- 
spondere, come nel $ 2, a due lati del parallelogramma gli incrementi è , è’, 


— %1 


e ricordiamo la [1]. Osserviamo dapprima che SY, per la definizione 
di derivate covarianti (cfr. Cap. VI, $ 1) ha l’espressione seguente: 


dP = Ziih Z10R Ei Uj dx, . 
1 


Applicando a questa forma la stessa osservazione, relativamente 
al simbolo è', otterremo 


i 


i , 
sine 6 %; 80, d'0x 


n 
dèF = Ziink A 
1 
Di qui, scambiando $ con d’, 


n J è , 
SP = Na Aim E 4804 da; 
1 


e sottraendo membro a membro, dopo aver scambiato, nella seconda, 
gli indici 4 e k, si trae 


n» Î i ; , 
aa Tim (4 ine TT Ai I 1) ° U; do, dar . [18] 


L’altro modo per calcolare questa quantità, consiste nell’appli- 
care direttamente alla espressione di Y l’operatore A. Ricordandone le 
proprietà fondamentali ($ 2), si otterrà 


Ù ; 
AP = XA; (Alu; + E Au;), 
1 
e, sostituendo per A‘ e Au,, le espressioni fornite dalla [4] e dalla [4/], 
n da ; 
n 


— Zisa; (DÎ  hR) E 80 da. 
1 


Nell’ultima sommatoria converrà far figurare i simboli di 22 specie, 
e le componenti covarianti di u (per uniformarla alla prima): a tal 
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uopo basterà dapprima sfruttare l’emisimmetria rispetto alla prima 
coppia, ed esprimere le u’ mediante le «,, con che la sommatoria diviene 


Sona 4; Gp hk) a E wde Sax . 
1 


Effettuando anche la somma rispetto a p, e badando alla [5'], si ha 
n e na ; 
ZÎijhkl A, {j1l , h 13; E Ur dx, ò Ck è 
1 < 


Ora, per ricomporre opportunamente l’espressione di AF, converrà 
prima fare qualche scambio di indici, sì da poter mettere in evidenza 
il fattore È u; dx, d'x, che figura nella [18]. Basterà, nella prima som- 
matoria scambiare / con î, e nella seconda ! con j: si avrà allora, rac- 
cogliendo le due somme in una, 


n 


AF=— Zint 4 {il ;h k} sa A, {i ’ 13) Eu; de, das. 
1 : 


Confrontando questa espressione con la [18] e rammentando che 
€, u, le èc e le d'x sono arbitrari, si ricava la formula di commutazione 


i j 


, . n S Ì I 
Bui Da Atai si Îiri ai {il ’ hk} ai Ai {ti , 18) i 


Se il sistema da cui si parte ha m indici di covarianza e u di con- 
travarianza, si considerano m vettori È, individuati dalle componenti 
contravarianti, e w vettori u, individuati dalle componenti covarianti, 
e sì trova, con analogo procedimento, 


4° ql a Colt A4°° . 
Gia TT ua = TL 7? ipeccip-1 l'ipbi ceo im {i.l1,hk} — 


- [20] 


$ 7. — TRASPORTO CICLICO LUNGO UN CIRCUITO INFINITESIMO 
QUALUNQUE. — Riprendendo ora l’ordine di considerazioni interrotto 
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al $ 2, proponiamoci di trasportare (per parallelismo in V,) una dire- 
zione u assegnata in P, lungo una linea chiusa 7, infinitesima, ma di 
forma qualsiasi (passante naturalmente per P), e di calcolare l’incre- 
mento Du” subito da un generico parametro di u in conseguenza del tra- 
sporto ciclico. La formula che troveremo non sarà altro che una gene- 
ralizzazione della [4] con la quale dovrà ridursi a coincidere se, in par- 
ticolare, per 7, si prende un parallelogramma infinitesimo. L'incremento 
di u” per un trasporto elementare dx, è, come sappiamo, 


% ; 
du = Zi da ui da,, 
1° r | 
cioè ha la forma di un pfaffiano 
n 
ù,. = i Xn dx, [21] 


1 


in cui le X,,, sono funzioni del posto (in quanto contengono i simboli di 
Christoffel), e delle «' le quali sono definite lungo la linea T dalle equa- 
zioni del parallelismo du” = $,. Noi dobbiamo calcolare l’integrale 


‘n 


Du = | Wriecss J Sn Xn A%, [22] 
1 


T Va 


(convenendo di accennare coll’operatore D l’incremento dovuto al 
trasporto lungo l’intero ciclo). Ora consideriamo una qualunque super- 
ficie o contenente la linea 7, e diciamo T la regione di questa super- 
ficie che è interna a 7 (e di cui 7 costituisce il contorno completo). Ci 
proponiamo di trasformare l’iutegrale esteso a 7, che figura nella [22] 
in un integrale esteso all’area I. Per far ciò, introdurremo anzitutto 
un sistema di coordinate gq, e q, sulla superficie in discorso, definendola 
per mezzo delle equazioni parametriche 


%, == E (9) do) (î==1,2,..., N). 


I da risulteranno in conseguenza funzioni lineari di dq, e dqa e, s0- 
stitnendo le loro espressioni nel pfaffiano [21], questo assumerà la forma 


du = d, = Q, dq, se Q, da, [21°] 
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dove le Q,. @,, rimangono, come le X, definite lungo la linca 1. L'inte- 
grale da calcolare sarà così 


Du = I: (Q, dg, + 9,49). 22) 
T E . 


Supporremo scelte le coordinate curvilinee g,, 4 in modo che il 
verso di percorrenza dell’integrale curvilineo, lungo 7, sia congruente 
a quello determinato su l (in un punto generico) dalla rotazione (attra- 
verso l’angolo acuto) che fa passare dalla direzione positiva della linea 
q, (senso delle g, crescenti) all’analoga direzione della linea q,. 

La trasformazione dell’integrale di linea [22] in uno di super- 
ficie esteso a I sarebbe immediata, se le Q fossero definite come fun- 
zioni del posto anche nell’interno di T; ma invece esse contengono le 
u”, le quali sono assegnate in P, hanno, nei punti di 7, i valori risul- 
tanti dal trasporto per parallelismo lungo la 7 stessa, ma non sono 
definite per un punto M interno a T, dipendendo la loro determinazione 
in M dal cammino che si segue per trasportare la u (parallelamente) 
da Pin M. Dimostreremo però che, se I è infinitesima, l’influenza del 
cammino di trasporto sui valori delle «” in M è trascurabile, e quindi 
è lecito risguardare le «, e per conseguenza le X o le Q, come fun- 
zioni del posto in tutta l’area T, ciò che renderà possibile la deside- 
rata trasformazione della [22'] (*). Premettiamo a tal uopo alcune con- 
siderazioni relative agli ordini di grandezza, invocando in sostanza, 
come ora diremo, il teorema generale di esistenza degli integrali dei 
sistemi di equazioni differenziali ordinarie. Un tale sistema è costi- 
tuito dalle 


du” = È, (= 1,2,...,,%), 


che definiscono le funzioni v”, lungo una linea generica 7, a partire 
dalle loro determinazioni iniziali in P (cfr. Cap. II, $ 5). 

Ora il teorema di esistenza assicura che, in generale (cioè quando 
sono soddisfatte certe condizioni assai poco restrittive di continuità e di 
derivabilità), i valori iniziali definiscono univocamente gli integrali, 


(1) In verità ci limiteremo qui a indicare le linee generali del ragionamento, 
senza soffermarci sugli sviluppi che sarebbero necessari per giustificare i vari passaggi 
con perfetto rigore. Una dimostrazione esauriente si può trovare nella memoria Ueder 
Parallelverschiebung in Riemannschen Raume del sig. H. Trerze (Math. Zeitschrift, B. 
16, 1928, pp. 308-817). 
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e questi risultano funzioni continue (assieme alle loro derivate) per 
un intervallo di valori della variabile indipendente, di ampiezza non 
inferiore ad un numero assegnabile. 

Nel caso nostro, ammesso, come è nella natura delle cose, che i 
coefficienti a,, del ds? e i reciproci a’ sieno finiti e continui, assieme 
alle Joro derivate prime e seconde, in un certo intorno di P, e inoltre 
che la lunghezza del vettore u, in P, si assuma limitata, cioè non supe- 
riore a una costante U del resto arbitraria, si può agevolmente desu- 
mere dalla proposizione esistenziale sopra richiamata che, risguar- 
dando come variabile indipendente l’arco della curva di trasporto, le 
u” rimangono definite (come funzioni continue, derivabili, ecc.), a par- 
tire da P, lungo una linea qualsiasi, per un tratto non superiore a un 
certo A, dipendente esclusivamente dalla metrica della varietà e da U. 
Di qua segue in particolare che le differenze fra le «” e i loro valori ini- 
ziali sono dell’ordine (') della lunghezza L dell’arco lungo cui si integra 
(il sistema du” = wr). 

D'altra parte l’area I che si prende in considerazione sulla super- 
ficie o è infinitesima (nel senso che ci proponiamo di farla rimpiccio- 
lire indefinitamente). È dunque perfettamente legittimo di sup- 
porla già abbastanza piccola perchè ogni suo punto si possa rag- 
giungere, a partire da P, con linee di lunghezza non superiore a A, 
e sia pure inferiore a A la lunghezza dell’intero contorno 7. i 

Rimane così acquisito che, se si trasporta per parallelismo la u 
.da Pa un punto M interno all’area I, o anche posto sul suo contorno 
T,le « in M differiscono dalle loro determinazioni in P per quantità 
dell’ordine di .L, se L (<A)èlalunghezza massima delle linee che pren- 
deremo in considerazione: potremmo pertanto, in una prima appros- 
simazione (in cui si trascurassero le lunghezze dell’ordine di L) assu- 
mere le « come costanti = uv" in tutta l’area I°, contorno incluso. 

Otterremo invece una più raffinata approssimazione se calco- 
leremo le «” in M mediante l’integrazione del pfaffiano [21] lungo una 
linea P@, sostituendo però i coefficienti X,,, coniloro vglori in P. Con 
ciò commettiamo un errore dell’ordine di L nella valutazione di quei 
coefficienti e quindi un errore dell’ordine di L? nella valutazione delle 
u” in M: quanto alla scelta della linea PM, essa sarà indifferente, 
divenendo in tale caso il pfaffiano y un differenziale esatto. Anzi, poichè 


(1) Si vuol dire con ciò che le differenze in questione non superano il prodotto 
di L per un coefficiente finito (che non dipende da Z, nè dalla linea di integrazione, 
ma soltanto da P, da U e dalla metrica della varietà). 


— 216 — 


i suoi coefficienti sono costanti, l’integrazione sarà immediata, e for- 
nirà per le «” delle funzioni lineari delle x. Con ciò avremo ottenuto 
le u° come funzioni del posto in tutta l’area I (contorno incluso), tra- 
scurando le quantità dell’ordine di L?. 

Una terza approssimazione si potrà ottenere, sostituendo queste 
espressioni (lineari) approssimate delle u” nei coefficienti X,,, i quali 
risulteranno così, come si voleva, funzioni del posto, definite in tutta T, 
contorno 7 incluso, e coincidenti lungo 7 (a meno di L?) coi loro 
valori esatti, definiti come abbiamo già detto: con tali valori dei coeffi- 
cienti si calcolerà l’integrale [22], che fornirà la Du” a meno di quan- 
tità dell’ordine di L*. E con questa approssimazione è necessario 
calcolarla, poichè le altre due approssimazioni, rendendo y un diffe- 
renziale esatto, fornirebbero per Du” il valore zero: ciò che significa 
evidentemente che Du” è una quantità dell’ordine di If. 

Riprendiamo quindi la [22], dando alle X,, il significato illu- 
strato testè, e trasformiamola, in base alle equazioni parametriche 
della superficie c, nella [227], dove @: e Q, avranno ora il significato 
di funzioni del posto definite in tutta I°. Per conseguenza, (*) po-- 
tremo trasformare l’integrale di linea in uno di superficie, ottenendo 


Du” allo da, dg, , 





CALA 0% 
o anche 

n ‘| @ è ì 
Du = [ a (0, 49.) da, — È (0, dq,) da, 123) 

. 0 È 0%, n 

(1) Richiamiamo le note formule 
"di i * df i 
— dq, da, = | fd 3 - da; day = — 

] 3a Qi 199 IE da J d4, a Ia ia (G) 


. 
(dove f è una funzione di 91, 9, continua insieme alle sue derivate prime): di solito 
in queste formule si interpretano g, e 92 come coordinate cartesiane nel piano, e si 
definisce il senso di percorrenza della linea 7 con la condizione che la coppia di dire- 
zioni s, x (s tangente al contorno nel suddetto verso di percorrenza, n normale a 7° 
rivolta verso l'interno) sia congruente, nèl piano, con la coppia q, » da. Le formule val- 
gono però, come è ovvio, indipendentemente da questa interpretazione nel piano, e 
quindi sono applicabili anche se 9,, g, sono coordinate curvilinee qualunque, restando 
definito il verso di percorrenza con criterio analogo al precedente, purchè si facciano 
intervenire, in un punto generico del contorno, le direzioni tangenti alla 9, (cioè 
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Si tratta ora di esplicitare l’integrando del secondo membro, il 
che potrà farsi anche senza scrivere per disteso le espressioni di Q, 
e Q2, per mezzo delle considerazioni seguenti. 

Si indichi con l’operatore è l’ineremento di una quantità in cor- 
rispondenza a uno spostamento lungo la linea g, = cost, in cui gi 
aumenta di dg: analogamente, l’operatore è’ corrisponda a un incre- 
mento dg, della sola g,. Si avrà in conformità 


Sat 
va n 
24 
da si 
i 99, do 


e analoghe espressioni per qualsiasi funzione del posto. Si osservi 
ora che nella [21/] il primo termine rappresenta proprio l’incremento 
della « dovuto a uno spostamento del primo tipo (dg, = 0), talchè 


du” = @, dg, , 
e, analogo significato avendo il secondo termine, 
du =Q,dq, . 


Perciò potremo scrivere la [23] così 


=|Brw-386]; 
f 


da cui, ricordando la [4], 


Du” si Tin fir , hk} ui Sx, D'xx . 
1 
T 


Q, = cost) e q,, nel senso in cui crescono i rispettivi parametri. Noi abbiamo appunto 
supposto (pag. 214), rispetto alle ausiliarie coordinate curvilinee 91, 99, che esse si com- 
portino quanto al verso, nel modo ora detto. Perciò valgono proprio (in valore e anche 
tu segno) le eguaglianze (6). 
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Se chiamiamo &, n i parametri (nella V,) delle linee g, == cost, 


q, = cost, cioè se poniamo 


_ de _ de 
òs ds 





gi 


dove 3s, è's sono le lunghezze degli spostamenti lungo le linee 
g, = cost, g, = cost di componenti èx;, d'x,, potremo anche scrivere 


Dw = | I, ds ds [25] 
T 
dove si è posto, per brevità, 
n 
Î, = Zi tir , hh} uri. 
1 


Si può ora osservare che, detto 2 l’angolo delle linee coordinate 
4,3 4,, Pelemento di area è (cfr. Cap. V, $ 7). 


dl = Ss Ss sin 5, 


e perciò la [22] diviene 








Per il teorema del valore medio, indicando con J _ il valore 
sin S]M, 
fo 


della funzione del posto 
sin 





in un conveniente punto M, interno a 


T, (ignoto a priori) e con DI l’area del campo, potremo anche scrivere 


Du” = |pr . 
sin 3/m, 


f. 


Ora, il valore della funzione del posto 
sin 





n in M, differisce da 
ed 


quello in P per quantità dell’ordine di Z (chè di tal ordine è la distanza 
M, P): poichè l’area DI è dell’ordine di L?, sostituendo al valore in M, 
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quello in P si commette un errore dell’ordine di L*, che abbiamo 
convenuto di frascurare: avremo perciò 


Du = de DI, 
sin S 


ossia 
SE Faelir, Meat. (26) 


Duw = 





. In questa formula le & e le n" rappresentano i parametri delle 
linee g,; 9, in P, 3 l’angolo di quelle linee; i valori delle v' e dei simboli 
di Riemann si riferiscono al punto P. Come si vede, l’influenza del ciclo 
di trasporto figura in questa formula pel tramite di tre elementi 
geometrici, che valgono sostanzialmente a caratterizzare il ciclo stesso, 
e sono: due direzioni &, n (a priori qualunque) che determinano la 
giacitura su cui si suppone tracciato il ciclo, e insieme l’angolo tra 
esse compreso; l’area DI del ciclo stesso (misurata secondo la me- 
trica di V,). 

$ 8. — FORMULA DI PéfRÈs. — Dalla [26] si ricava immediata- 
mente la formula fondamentale che serve al collegamento fra paral- 
lelismo e curvatura. Si considera all'uopo una (quarta) direzione 
qualsiasi v spiccata da P: detto « l’angolo che essa forma con u, e 
x + Da l’angolo che la stessa direzione v forma con la u + Du, ci 
proponiamo di calcolare Dx. Basta all’uopo prendere in considera- 
zione il prodotto scalare 


uUXVv= cosa 


e differenziare col simbolo D, tenendo conto che, essendo v un vettore 
fisso, Dv = 0. 
Avremo 


vxDu= —sina Da, 


. . ì A n 
ossia, sostituendo al prodotto scalare la sua espressione X,v,Du”, 
1 


e badando alla [26], 


nada 2), {ir, h%} wi 0, E nf. 


sin $ 
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Se si esprimono in questa formula le v, per mezzo delle v’, e si 
effettua la somma rispetto a (ricordando la [5]) si trova 


n 


sin x Da n DI ) (îj P h k) Pr vi En n . 
ijhk 





sin 3 


_ Ora, se le direzioni u e v coincidono, oppure sono opposte, questa 
formula si riduce a un’identità priva di interesse, poichè al primo 
membro si ha sinx =0, e d’altra parte il secondo membro si annulla, 
per l’emisimmetria dei simboli di Riemann. Escludendo questo caso, 
si può dividere tutta l’equazione per sina, e si ottiene la formula 
di Pérès 


n 


SFr AL ) (ij, ik) ui vi E nl. [27] 
sina SIDyI ighk 
1 


$9. — APPLICAZIONE ALLE SUPERFICIE. CURVATURA GAUSSIANA 
DI UNA Va. — Nel caso particolare che si tratti di una Va, cioè di 
una ordinaria superficie, le ‘direzioni u, v, debbono naturalmente 
esser contenute nella giacitura definita da &; n (che è l’unica esi- 
stente) e poichè questi due ultimi vettori non hanno altro ufficio che 
di caratterizzare la giacitura del ciclo, possiamo, senza diminuire la 
generalità, identificarli con le u, v: la [27] allora diverrà 


n 


ba = (ij, bb) wi vi uv. [27] 
sin°a ijhk 
1 


Siccome, per n = 2, i simboli di Riemann non nulli corrispon- 
dono all’unico schema (12,12), questa formula si può ancora ridurre 
alla forma 





fi Da= "TP! (12,19) (wow, 


sin?a 


o infine, se si ricorda l’espressione di sina per mezzo dei parametri 
delle due direzioni u, v (cfr. Cap. V, $ 4, form. [9']) si ha 


Da =--PI (12,12). 
a 
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Di solito si pone 
(12,12) _ 
a 


K, [28] 
con che la formula precedente diviene 


Lei [29) 


Di qui si riconosce che la funzione del posto X, definita dalla 
[28], è un invariante: esso dipende dalle a«,, nonchè dalle loro deri- 
vate prime e seconde, e coincide 
con la quantità che nella teoria delle 
superficie è nota col nome di cur- 
vatura totale, o gaussiana (prodotto 
delle curvature delle sezioni princi- 
pali) (*). Alla [29] si può dare forma 
. più espressiva, introducendo Van: 
golo di parallelismo e cioè l’angolo 
che forma la u con la u + Du (ossia 
con la sua parallela, ottenuta per 
trasporto lungo il ciclo) contato nel 
verso in cui si percorre il ciclo. Si 
può anche dire che e è l’angolo di 
cui ha ruotato la u per effetto del trasporto ciclico. È manifesto 
che e ha lo stesso valore assoluto di Da. Dico che si ha più preci- 
‘ samente 





e = — Da. 


Per rendersene conto, bisogna ricordare ($ 7, pag. 214) che 
si è convenuto di percorrere il ciclo nel senso positivo, rispetto 
alle direzioni delle linee coordinate g,, 9,, ossia dal versore È al ver- 
sore n. Siccome ora È ed n si identificano con u e v il verso di per- 
correnza del ciclo è da u verso v (attraverso l’angolo convesso). Perciò 


(cfr. la figura), se Da> 0, u + Du si trova fuori dell’angolo convesso 


(1) Cfr. in proposito il $ 9 del Cap. X. 
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uv, e quindi spostato, a partire da u nel verso negativo (e<0), e 
viceversa. Si può dunque scrivere la [29] sotto la forma 


E [291] 


con che la curvatura K riceve questa notevole interpretazione: essa 
è il rapporto dell'angolo di parallelismo (contato con debito segno in 
relazione al verso di percorrenza del ciclo) all’area del ciclo. 

Nel caso di una V: euclidea, il simbolo di Riemann è nullo (cfr. 
$ 4), quindi XK = 0 . Delresto si può reciprocamente inferire che K = 0 
dal fatto geometricamente evidente (e già invocato al $ 2) che il tra- 
sporto per parallelismo è, come suol dirsi, integrabile (ossia che il 
risultato non dipende dalla linea di trasporto). 


$10. — CURVATURA RIEMANNIANA DI UNA V,. RICERCHE DEI 
sIG. SCHOUTEN E BOMPIANI. — Nel caso che si tratti, anzichè di una 
superficie, di una V,, qualsiasi, il concetto di curvatura diviene meno 
semplice. Fissato un punto P della V,, ad ogni giacitura passante 
per P (che può essere individuata, come sappiamo, da due arbitrarie 
direzioni È, n uscenti da P) si fa corrispondere un invariante K che 
dicesi curvatura riemanniana della V,, in P, relativamente alla gia- 
citura considerata. E precisamente, costruita la superficie geodetica 
individuata dal puuto P e dalle due direzioni E, n (cfr. Cap. VI, $ 10), 
si introduce col Riemann come curvatura della V,, (nel punto e nella 
giacitura in questione) la curvatura gaussiana X di tale superficie 
geodetica. In generale, la curvatura riemanniana è diversa nelle diverse 
giaciture. Le considerazioni precedenti ci permettono di dare un’altra 
notevole caratterizzazione della curvatura riemanniana, e di trovarne 
l’espressione analitica. 

Dati gli elementi P, È, n, e costruita la superficie geodetica 9 da 
essi definita, consideriamo su questa un ciclo infinitesimo, passante 
per P, di area DI": trasportiamo per parallelismo superficiale lungo 
questo ciclo, nel verso &+n una delle direzioni stesse, per es. È, e 
calcoliamo, con la formula di Pérès, la variazione Da subita dall’an- 
golo formato da n con È, cioè la differenza fra le sue due determinazioni 
(in arrivo e in partenza). La curvatura X si otterrà allora per mezzo 
della [29]. Ora, se si ricorda che, per il teorema di Severi, al trasporto 
infinitesimo per parallelismo superficiale (rispetto alla metrica di g) si 
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può sostituire l’analogo trasporto infinitesimo per parallelismo in V,, 
si riconosce subito che questo modo di calcolare K non fa intervenire, 
sostanzialmente, la superficie geodetica g, talchè si può definire la 
curvatura riemanniana K come il rapporto (cambiato di segno) di 
Da a DT, essendo Da la variazione dell'angolo fra le direzioni date È, n, 
prodotta dal trasporto per parallelismo (in V,) di una di queste dire- 
zioni lungo un ciclo infinitesimo di area DI, appartenente alla gia- 
citura È, n, e percorso nel verso É>n. Si ha dunque, come nelle Va, 


reni, [30] 


L'espressione effettiva di KX si può ottenere in conformità dalla 
[27°], e si avrà 


n 


pesi >» (ij, hl) wi vi ul d*. (31] 
n ijhk 





sin? a 


La simmetria del secondo membro rispetto a u, v, porge conferma 
formale del fattu che è indifferente trasportare u o v, ottenendosi 
sempre uno stesso Da, e uno stesso K. 

Una terza definizione della curvatura riemanniana si potrà 
dare, in seguito alla dimostrazione del seguente lemma. 

Presi in una Va (superficie) tre punti qualunque P, P', P”, si 
congiungano due a due con archi di geodetiche, formando un cosidetto 
triangolo geodetico. Detti 9, g', 9, gli angoli di questo, si chiama 
eccesso geodetico la quantità ADI 


e=p+tg+ol tn. O [82] 


Si trasporti ora per parallelismo lungo il triangolo, a partire da 
un punto qualsiasi, la direzione del lato in quel punto, o di uno dei 
lati, se si tratta di un vertice: per es., a partire da P, la direzione 
u in P del lato PP' (si intende nel verso da P a P'). 

Vogliamo dimostrare che l’angolo fra le due determinazioni di 
u in partenza e in arrivo, più precisamente l’angolo che la determi- 
nazione finale forma coll’iniziale (contato, a partire da questa, nel 
verso che, intorno a ciascun vertice, rimane subordinato dal verso 
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PP'P' del trasporto), cioè l’angolo di parallelismo (relativo sta- 
volta a un ciclo di natura speciale, ma senza la restrizione che debba 
essere infinitesimo) coincide coll’eccesso geodetico £. 

Per riconoscerlo basta seguire la u nel trasporto ciclico lungo 
il triangolo iPP'P", notando in primo luogo che, per l’autoparalle- 
lismo delle geodetiche, da P a P’, la u si conserva sempre tangente 
al lato PP’. Giunta in P', essa si trova così inclinata sul lato P'P” 
(nel verso scritto) dell'angolo r—9 (esterno al triangolo in P'); più 
precisamente, rispetto alla tangente al lato P'P”, essa si trova in- 
dietro (il verso del fascio in P' essendo, come s’è detto quello, determi- 
nato dal verso di circolazione P P'P') di r—'. Nel trasporto da 
P' a P” tale angolo si conserva (Cap. V, $ 11); in P"” si avrà una 
ulteriore diminuzione (rispetto al nnovo lato P'P) di r—”; e final- 
mente in P (rispetto a PP’) ancora una diminuzione di x—g. Com- 
plessivamente, la parallela ad u, in arrivo, sî trova ruotata (in senso 
negativo) rispetto alla direzione originaria di 3T—(g+9'+%g'), ossia 
di e —2n în senso posîtivo. Ove si noti che, nel fascio di direzioni 
uscenti da un punto, un angolo è geometricamente determinato solo 
a meno di multipli di 2, rimane provato che una determinazione 
dell’angolo di parallelismo è precisamente Veccesso geodetico e. Se si 
pensa che nelle varietà euclidee l’eccesso geodetico è nullo, talchè 
in una varietà qualunque, per triangoli infinitesimi, l’analogo eccesso 
è infinitesimo, si riconosce, per ragione di continuità, che la deter- 
minazione adottata per l’angolo di parallelismo è effettivamente la 
più opportuna, come quella che tende a zero assieme al triangolo. 

Il lemma testè stabilito vale rigorosamente in una V:, qualunque 
sia la grandezza del triangolo geodetico che si considera: applicato 
in particolare a un triangolo infinitesimo, permette di sostituire, nella 
[29], — Da con e, ottenendo 


formula che definisce la curvatura riemanniana come il rapporto 
fra Veccesso geodetico e Varea, per un triangolo geodetico înfinitesimo 
adagiato nella giacitura che si considera, e avente un vertice nel punto 
dato P. Si riconosce qui un’ovvia estensione a varietà di dimensioni 
e di metrica qualunque di un risultato elementare di geometria della 
sfera (area di un triangolo sferico = eccesso x quadrato del raggio), 
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il quale tuttavia (a differenza dell’enunciato precedente) è valido 
anche per un triangolo finito. 

. Non possiamo chiudere questo capitolo senza almeno ricordare 
le notevoli ricerche dei sig.ri Schouten (*) e Bompiani (?) circa il tra- 
sporto cielico simultaneo di più direzioni, anzi addirittura dell’intera 
stella di direzioni, uscenti da un medesimo punto. Ne rimane illu- 
strata sotto nuovi aspetti la teoria della curvatura riemanniana. 


(1) Loco citato a pag. 197. 3 


(?) Studi sugli spazi curvi, Atti del R. Ist. Veneto, T. LXXX, 1921, pp. 855-886, 
839-859, 1113-1145. 
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15 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 


CAPITOLO VIII. 


Relazioni fra due metriche diverse (riferite 
agli stessi parametri). Varietà a curvatura costante. 


$1. — DIFFERENZE FRA I SIMBOLI DI CHRISTOFFEL RELATIVI 


A DUR METRICHE DIVERSE (ATTRIBUITE ALLA STESSA VARIETÀ ANA- 
LITICA). — Nel Cap. IV abbiamo introdotto i concetti di tensore, 


di covarianza, ecc., relativi ad una varietà analitica V,, cioè al com- 
plesso di n variabili 41, €2, ..., €n: abbiamo poi, nel capitolo successivo 
(sez. c), considerato le varietà metriche, che si ottengono associando 
ad una varietà analitica V, una [ben determinata ma qualunque] 
forma differenziale quadratica (definita positiva). 

Nulla vieta, manifestamente, di attribuire successivamente alla 
stessa varietà analitica due determinazioni metriche distinte, defi- 
nite dalle due forme quadratiche (1) 


n 


ds? = Da di da; da, [1] 
1 
#0 

ds? = Da d'a da; day. [1°] 
1 


Da ciascuna di queste forme si deriveranno i rispettivi simboli 
di Christoffel, che indicheremo con 





rispettivamente, e da questi si formeranno poi i simboli di Riemann . 
{ir,hk} © 4{ir,bk}, 


(3) Come interpretazione geometrica, si può pensare a due Y, distinte, i cui punti 
siano in corrispondenza biunivoca, talchè con una n-pla di- valori attribuiti alle 
Li, Ca) «-+) €n Si può rappresentare sia un punto P dell’una sia il punto corrispondente 
P' dell’altra. Per es., una carta geografica e la superficie terrestre sono due V, a me- 
trica diversa (l’una è euclidea, l’altra no), e ad ogni coppia di valori @ (per la latitu- 
dine), X (per la longitudine) corrisponde un punto della carta, e un punto della Terra. 
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nonchè quelli analoghi di prima specie. Ci proponiamo in questo 
capitolo di trovare le relazioni che intercedono fra i simboli relativi 
all’una e all’altra delle due metriche, e di applicare poi i risultati a 
considerazioni geometriche. 

Comineiamo col formare le differenze 


Mal MM _ gp, 1a) 





r | ) , 


giustificheremo la ubicazione adottata per gli indici dei secondi mem- 
. D Pr . . . 
bri dimostramdo che le p, costituiscono un tensore covariante 
(2/7 
rispetto a è ed À, e contravariante rispetto ad r. A tal uopo si consi- 
deri un arbitrario sistema contravariante &, i cui elementi si pen- 


sino funzioni del posto, ed un sistema pure arbitrario di incrementi 
dx, delle variabili indipendenti. Dal Cap. V ($ 26) si sa che le espres- 


IS, 


sioni del tipo 
n 
euar4 D_ |'frda 
it ri 
î 
\ 


, costituiscono un sistema contravariante. Lo stesso naturalmente 
può dirsi per le analoghe espressioni corrispondenti al ds’? 


al” NA d er È È S| Ei day, 
bp r 


1 


nonchè per le differenze 


n 
ni p r î 
- wars p tda,. 
; ih 
ih 


L’essere queste contravarianti, significa che, designando con «, 
un sistema covariante semplice arbitrario, l’espressione 


n n 
> (1-7) uu, = > pt day u, 
r dhe sù 
1 1 


un invariante: e se si pon mente al secondo membro di questa ugua- 


». . . . » ” 
glianza, dalla sua invarianza risulta l’asserito carattere tensoriale di p,, . 
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Tornerà comodo in seguito introdurre anche il sistema cova- 
riante associato 


n è ; 
Ping = E, Wi P., * [2°] 
1 U 


$ 2. — DIFFERENZE FRA LE DERIVATE COVARIANTI. — Sia dato 


} h è . . > vo 
un generico tensore 4°) (dove (i) denota il complesso di m indici 


u) 
‘di esso potremo considerare le derivate covarianti sia con referenza 
alla prima che alla seconda forma fondamentale, cioè sia rispetto 


al ds?, sia rispetto al ds’'?. Un elemento generico del sistema, derivato 


i, «ce im; ® analogamente (kh) rappresenta l’insieme di pu indici h,... X 


. . . ra . h 

con referenza alla prima forma, si designerà, al solito, con 40, » 
1 È 

mentre l’omologo, costruito in base alla metrica [1'], si indicherà con 


CE Vogliamo esplicitare le differenze 


hy h 
(46) __ 7. e o; 
\ (i)/Re Gila 


Si può all’uopo ricorrere all’espressione esplicita (Cap. VI, for- 
mula [4]) delle derivate covarianti di un sistema misto generico: que- 
ste sono lineari nei simboli di Christoffel, talchè le differenze in discorso 


. . dA; . . . 
saranno lineari nelle p,, © precisamente si ottiene 
: î 


m n (n) 

RION Mm) ) ) dop 

(4) Ì. Ao Te & Mall. inerti olii + 
1 1 


Di DA praline 
È Ù ji | 


A queste formule generali si può anche pervenire, senza alcun 
richiamo mnemonico, in base alla originaria definizione di deriva- 
zione covariante (rispetto ad un’assegnata forma fondamentale) di 
un tensore generico. Perciò conviene ricordare che, per un arbitrario 
spostamento dx;, abbiamo attribuito (Cap. VI, $ 1) al simbolo d, pre- 
messo a una funzione del posto, il solito significato di incremento 
infinitesimo, subìto per effetto dello spostamento (differenziale); 
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mentre, se si tratta di un vettore generico È e, per esso, delle sue com- 
ponenti contravarianti &, abbiamo assunto 


av=-) 
ih 
1 


abbiamo cioè definito i dé" come gli incrementi subordinati dal 
parallelismo. Questo, con referenza alla metrica [1], che allora si sup- 
poneva fissata una volta per sempre. Lo stesso naturalmente può 
farsi, assumendo come forma fondamentale la [1']; soltanto conviene, 
per evitare ambiguità, designare con d’ gli incrementi subìti, di 
fronte allo stesso spostamento, dalle stesse &, ponendo in confor- 
mità 


phi. 
# E de, [3] 








de= — È (ERI Fido, [33 
al r 
1 
Giova anche introdurre l’operatore 
d*t =d'—d. 
Poichè d’ e d, per funzioni del posto, hanno lo stesso significato, 
si ha 


d*f=0 [4] 


per qualsiasi funzione f del posto, mentre per le componenti cova- 


DIG 


rianti di un generico vettore &, si ha, sottraendo [3] da [3'], 
n Pr e 
d* eda E da, (r=1,2,...,n) + [5] 
1 


In modo analogo si trova, se sono assegnate le componenti 
covarianti vu, di altro eventuale vettore u, 


La J 
d* uz = Ti, Pri U; dx, . 15] 
1 


Ciò premesso, per dimostrare la [2] basta considerare la forma 
multilineare invariante Y che ha per coefficienti gli elementi dell’asse- 
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h È È B È h h)YI 
gnato tensore di si sa che le derivate covarianti PAPI PA, 


non sono altro che i coefficienti di A e d'F rispettivamente. Orbene, 
basta aver riguardo all’identità 


d'F—-dF=d*F, [6] 

e applicare nel secondo membro l’operatore d* in base alle [4], [5], [5], 

per ritrovare la formula {2], identificando nei due membri i coefficienti 
degli stessi monomi. 

Come applicazione semplicissima di questo procedimento, sta- 

biliamo direttamente i valori delle differenze (4), — Anz delle deri- 


vate omologhe di un sistema covariante semplice A,. Partiamo perciò 
dalla forma invariante 


F= 3, À, € [7] 
1 


e consideriamo il solito generico spostamento, individuato dagli 
incrementi dx; delle variabili indipendenti. Avremo, in quanto ci 
si riferisca al ds?, 


n 
dF= XS, Ann da; [8] 
1 


e in quanto ci si riferisca invece al ds’?, 
, fd Li 
d F = PIA (4,), Er dxz Ù [87] 
1 


D'altra parte, applicando alla F l'operatore d* e tenendo pre- 
sente che d* A, è nullo per la [4], e d* & è dato da [5], si ha 


n 
d*F = — >» A,p,, E do, . 
© rih 


L'identità [6] si scrive dunque 


n 


>» (A), AE dn=— » A, i, da; 
rk n rih 


1 


TA: nizza ae 
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sostituendo materialmente nel secondo membro la lettera % alla let- 
tera h, e scambiando gli indici è ed r, si mette in evidenza anche a se- 
condo membro il monomio & dx, e si ha quindi, eguagliando i coef- 
ficienti nei due membri, 


(4,), — A e Da P, di . 
n 


È questo il caso particolare della [2], di cui avremo bisogno nel 
calcolo che segue. 


ra 
[= 
Si 


» 


$3. — DIFFERENZE FRA I SIMBOLI DI RIEMANN. — Ci propo- 
niamo in questo $ di calcolare le differenze 


Rr_={ir,hk} —{ir,hk}, 


il cui carattere tensoriale risulta dalla stessa definizione (differenze 
di due tensori simili). Si potrebbe effettuare il calcolo diretto sulle 
espressioni che definiscono i simboli di Riemann (Cap. VII, formule [3]) 
ma si può evitare il lungo sviluppo formale col metodo che segue. 

Detto A, un qualsiasi sistema covariante semplice, e € un qual- 
siasi sistema contravariante semplice, si consideri la forma invariante 
[7]: applicando ad essa l’operatore A = èd — dè, con riferimento al ds? 
(v. Cap. VII, $ 2) otterremo, ricordando le proprietà fondamentali di 
tale operatore, 


AP = x, A,A& 
1 
ossia, sviluppando Aé” a norma della [4] del Cap. VII, 


AP=— Simfir,hk}E A, da, da, . 
1 


(1) Per evitare ambiguità abbiamo qui sostituito le notazioni $ e 3’, con cui nel 
Cap. V designavamo due distinti sistemi di incrementi, con le notazioni d e 3 rispet- 
tivamente. 
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Con riferimento al ds’, potremo analogamente introdurre l’ope- 
ratore A' = dd’ — d'8’, e scrivere 


NP=— Dimfir,hkY A, do, da, 
1 


da cui, sottraendo la precedente, 
(A-—A)P = — Zire Linn & A, da, dx . [10] 


Ora noi ci procureremo per altra via l’espressione. della stessa 
quantità come forma quadrilineare nelle &' A, dx, $x:, e quindi, egua- 
gliando i coefficienti omologhi delle due forme, otterremo l’espres- 
sione di Rm. 

A tal uopo si osservi che 


A-A= (Sd —d'9)— (Sd — dd) = (Nd — Sd) — (48° — dd) 


Poichè la seconda parentesi si ottiene dalla prima con lo scambio 
materiale delle lettere d e 3, ci basterà calcolare l’espressione di 
d'd' — $d: anzi in detto calcolo potremo risparmiarci lo sviluppo espli- 
cito di tutti quei termini che non si alterano scambiando d con 8, 
poichè essi si elimineranno nel fare la differenza: li designeremo com- 
plessivamente con X (d, è). 

Introdotte le notazioni 


d —d=d*t , © —8=8* 


si ha 
d'd' = (3 + 3*) d' — dd' + d* d' = 
= (4 + d*) + d* d' 
= dd + dd* + d* d' , 
da cui 


d'd' — dd = dd* + d* d' . 
Avremo dunque, in definitiva, 


(A — A)P = $d* FP + S*d' P— (d8* P + dd F). 
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Calcoliamo il primo termine. A tal uopo cominciamo con l’ap- 
plicare l’operatore d* alla forma 7, ricordando le [4] e [5]. Avremo 


n 


d* F = . A, d* E” 


1 


n 
ar: 
A = — Ag p Ei da, . 
ihr ci 
1 


Applicando ora a questa forma l’operatore è si ha (per la de- 
finizione di derivata covariante) 


Sd*P = — ) A,0;,) ), E' dan da = — 3A E A, da, dx — 
hrk Pini 
— P, Arab da, dxx . 
hrk 


Se poi si osserva che la seconda sommatoria si può scrivere 


> A,;x $X£ ) p Eda,, 
rk a 


pr 1) 
1 1 


si ha, applicando la [6], 
dèd* PF = — Ei A, da, dx + Angdx, d*E”. [11] 
ihrk Pinta Da 


Calcoliamo ora il secondo termine è*d' F, per il che basta appli- 
care l’operatore 3* alla [8'], ottenendo 


Lo 


ver) (ajFrin+ DO (a)evan 
di 


1 
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Nella seconda sommatoria, (4,), si può sostituire con l’espres- 


sione ricavata da [9], e si ha 


n n 
aa (4,), E d* dex + A,:1:3* E dar — 
De È Dee 
7 ri 
n 
pera, ) e A; d* Er da, . 
irk »E 
n 


Si: debbono ora sommare [11] e [12]. Nel far ciò, si badi che la 
prima sommatoria della [12] è simmetrica in d e è, poichè si può scri- 
vere, sviluppando è*dx, [a norma della [5]] 


[12] 


n 
= > (A) E 0, de: da, ; 
7 rkih ì 3% 


inoltre la seconda sommatoria della [12], e la seconda della [11], si 
mutano l’una nell’altra con lo scambio di d con $, cosicchè la loro 
somma è simmetrica. Resta dunque 


n 


$d* P +8* d'F= X(d,è) — ) e EA, dc, dx — 


ihrk ih 
n 
i » 
—_ Py; A; d* Er dx . 
irk 
1 


Nell’ultimo termine conviene sostituire a è* &, la sua espressione 
esplicita, con che esso assume l’aspetto 


n 
— ) p_ P, E Aida, dax . 
arklh "°° 
1 


Per poter raccogliere insieme le due sommatorie, mettendo a fattor 
comune il monomio È’ A, dx, èxx, basta, nell’ultima formula, operare una 
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sorast ; Dura vrlihk 
sostituzione materiale sugli indici secondo lo schema | 


lirkbh 
con che risulta 


n 


n i 
dF+8d F-X(4,9)— ) (ua d MAIO 
ihrk ihik - I ho ik 
1 


Ciò che si ottiene scambiando nel secondo membro d con è 
(attesa la definizione di X) è 


n n 
x (d, ò) ca ink Di IS nei p Di | di A, da, day È 
1 1. 


Sottraendo, dopo aver ulteriormente scambiato, nella seconda 
sommatoria, 4h con k, si ha finalmente 


(A/-—A)P=. 


di DL e Pinta 7 Pin PRI le a O Pr A] 3 A, du, dx . 


Il confronto con la [10] fornisce la formula richiesta 


Re = {inhkY-{ir, AA e” Î 


n 
2) (Ae) 
1 


che esprime le differenze dei simboli di Riemann, di 22 specie, mediante 
le differenze dei simboli di Christoffel. Si noti analogia di questa for- 


mula con quella che definisce i simboli di Riemann stessi (Cap. VII, 
form. [3]). 


Se si tien conto della formula 


, (18) 
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che si ottiene derivando covariantemente pix; (rispetto al ds*), e si 
satura, nella [13], l’indice r, moltiplicando per a,; e sommando, si 
ottiene il sistema covariante 


n 


n 

” L (4 2 

ba a o Pegi Pagin ) i (P,a, Pn — Pig P.,) [14j 
1 


1 


il quale, si noti, non fornisce le differenze dei simboli di Riemann 
di prima specie. Infatti, sostituendo nel primo membro l’espres- 


. . ” ». . 
sione di E.) , la [14] diviene 


n 


) U {ir, hk} — (ij, hk) = o. Pagin 


1 


14' 
î [147] 
(4 td 
) (Pn; Pa Pari P.,) ? 
1 

e la prima semmatoria è diversa da (23,4 k)', che sarebbe 

® , 

Dr dj fir,hk} . 

1 

$ 4, —-. CASO DI DUE METRICHE IN RAPPRESENTAZIONE CON- 

FORME. — Vogliamo ora applicare la formula [14] al caso in cui le 


due forme fondamentali [1] e [1°] differiscono soltanto per un fattore. 
Essendo entrambe le forme positive, questo fattore dovrà pure essere 


positivo, talchè potremo indicarlo con e?” : supporremo dunque 

ds'? = e? ds?, è [15] 
ossia 

ds' = e" ds. 


L’interpretazione geometrica di questa condizione è assai sem- 
plice: la corrispondenza fra le due varietà è tale che i segmenti infi- 
nitesimi sono proporzionali, ossia è una similitudine nell’infinite- 
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simo. Ne segue che l’angolo di due curve (angolo delle rispettive tan- 
genti nel punto di intersezione di due loro elementi infinitesimi) è 
uguale all’angolo fra le curve corrispondenti: di qui il nome di rap- 
presentazione conforme. 

Per calcolare la [14], ci procureremo successivamente i simboli 
di Christoffel di prima specie delle due forme, poi quelli di seconda 
specie, da cui avremo le Dre e infine le gx; e le loro derivate. 


Partiamo dalle relazioni equivalenti alla [15], 


a, = ear (i,k=1,2,...,0) 115} 


e calcoliamo il simbolo H . Si ha 











Hi == 1.64, + 94, Se da, _ Lo 27 = + dA __ = + 
l 2 60, 0%; 0%; 2 dx, dX 6% 
27 Cui 
t e |a; + an È n an ST +aatT + Anti — Un © 
0%, 


ot 
dove 7, sta per -- , ecc. 
Ly 
Per formare ora i simboli di 22 specie, ossia 


ihl 3 ?pl i 11 
a ) UL, ’ 
r | l 1 

D 


conviene osservare che le a'” sono espresse, per definizione, dal quo- ‘ 





ziente di un determinante A, d’ordine n —1 (minore complemen- 
° Pe 

tare di a, nel determinante |<] per un determinante a’ d’ordine n 
Pi 


(che è CANE Se si pon mente alla [15'], si riconosce che in questi 
Ì . 

determinanti in ogni elemento si può mettere in evidenza un fattore 

e", il che permette di scrivere 


’ ; 
A,= 90070 An, d=ema 


— 239 — 


° , 
dove con A, e a si sono indicati i determinanti omologhi ad A i ed 
ri 


a’, ma relativi alle a, Si ha dunque 


— 27. 


al”! = € ar! ; 


I 


, e((1 + ai tn + Uan Ti — dig ") 
7 


1 





(6h r P 
= di (+ dtt a—8 7, 


dove le è hanno il solito significato di 0 o lai secondo che gli indici 
sono uguali o diversi. 


La differenza da h 


A e DI è dunque data da 
I y 


e, =Tan+T at da [16] 


Di qui, moltiplicando per a, e sommando rispetto a r, si ot- 
tiene, badando alla [2'], 


x Ldri 
Pinj = UT + ang Ti — Win Tj + [167] 


Per derivazione covariante (con referenza alla forma ds?), si ha 


Pinza = ij Tar + Anj Tir — Win .Tjk è 


e sottraendo da questa formula quella analoga ottenuta scambiando 
h con k (per formare la prima parte della [14]) e ricordando che t,x = ta, 
si deduce 

C 


Pinsla — Pihjln = Qnj Tit — dj Tin — Uih Tk + Uk Th » [17] 


La seconda parte della [14] si può costruire in base alle [16], 
[16°]; così cominciamo col calcolare 


n 


n 
v (4 L L 
) Pini P., , (Q;t, + dg Tr — Way %;) (3. ta + ò, ti UT) = 
2 hi / 
Î 


î 
= dij Ta Tr + da; Tio ta — lin tt; + Agg Ta Ti + Ag Tata 


—. Qik dj At dn T;iTa — Ah TiTti + Mia TT 3 


n 
dove At = x, 7,7 (parametro differenziale primo). Il terzo e l’ultimo 
1 


termine si elidono. Designando con X il complesso dei quattro ter- 
mini sottolineati, che non si muta con lo scambio degli indici 4 e &, 
possiamo scrivere 


n 


SIR 
> Pinj P., = T Uk Unj Arta, dantoat+ L. 
L . 


1 


Sottragghiamo ora da questa formula quella ottenuta scambiando 
h con k. Avremo 


n 


(Pu; P,, — Pilkj P.,) = (di, Gaja — dik d;n) At + 
: ; 
_ : 


+ dj Tr Ti — da; Ta Ti — ih Tj Ta + dig T; Ta 


Servendoci di questa e della [17], possiamo ricomporre il secondo 
membro della [14'], il quale diviene 


— in (Ta TT) + data — TU) + 
+ A;n (Tia — Ti Ta) — Qik (Tin — Ti Tn) — (dix dj — dik djn) Ar. 
‘Quanto al primo membro, in virtù della [15']), si può scrivere 


n 


er) 4 {ir,hk}— (ij, h%) 


1 
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ossia 
e-?" (ij,hk) — (ij,hk). 
In definitiva, la formula [14'], nel caso di due metriche in rap- 
presentazione conforme, si scrive 
e" (ij,hk) — (ij,hkl= —an(ca—-t,%)+ 
+ Gir (Tin T;Ta) + dir (ta tt) — [18] 
— ja (tin — Ti Ta) — (Gin dja —- Gig dp) Ar, 


formula già trovata, per altra via, dal Finzi, fin dal 1903 ('). 
A questa formula si può dare un aspetto più semplice, ponendo 





u=etT® 
con che la [15] si scrive 
. 1 
ds'? ds? . 
u? 
Allora si ha 
Ui=> — € “i Ti, 
un= —e (tnt Ta), 
da cui 
< Uik 
Ti = = U;é@ sas TaTTtTta=Te _} 
U 
Ù n n 3 
; i Au 
Ar = ) a rm= e ) au; ur = e Au = — - 
n ik n ik U 


(1) Cfr. la nota Le spersuperficie a tre dimensioni che si possono rappresentare con- 
formemente sullo spazio euclideo, Atti del R. Ist. Veneto, T. LXII, pp. 1049-1062. 
A questo proposito è bene segnalare le ricerche ulteriori dello stesso Finzi e dello 
ScnoureN sulle varietà a un numero qualunque di dimensioni rappresentabili confor- 
memente in uno spazio euclideo (a egual numero di dimensioni). Cfr. Rend. della 
R. Acc. dei Lincei, vol. XXX (1° sem. 1922), pp. 8-12 e vol. XXXI (1° sem. 1928), 
pp. 215-218, nonchè il volume dello ScHouTEN citato a pag. 197 (V; $ 1), e quello dello 
StRUIK (già citato nella prefazione), dove, al Cap. IV, $ 13, pag. 150, si trovano riferitj 
i risultati dello ScHouTEN con indicazioni bibliografiche. 


16 — T. LEvi-CiviTA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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Così la [18] diviene 
u? (ij, hh) — (ij; hk) = an E — ag 2 — | 
u U 
è 2 x [18'] 
Uk Uih hu | 


— Gin — + Qjg — — (in d;r — dix U;p) — 
07 (22 


Avremo occasione, alla fine di questo capitolo, di mostrare una 
interessante applicazione geometrica di questo risultato. 


$5. — VARIETÀ ISOTROPE. — Lasciando per un momento da 
parte questo ordine di considerazioni, ci proponiamo di studiare 
quelle V, in cui la curvatura riemariniana, definita al $ 10 del Cap. 
precedente, non dipende dalla giacitura, ma solo, eventualmente, dal 
posto. Ciò si traduce analiticamente nel fatto che l’espressione di K, 
data dalla [31] del precedente capitolo, è indipendente dalle u e dalle v. 
Vedremo che queste V, che chiameremo isotrope, cioè a curvatura 
(localmente) costante, sono caratterizzate da un’espressione partico- ‘ 
larmente semplice dei simboli di Riemann. i 

Osserviamo intanto che una combinazione algebrica assai sem- 
plice delle a,, la quale possiede le proprietà fondamentali del simboli 
di Riemann, è la seguente 


Dijar = Y (ix dj — dik A;x) 


dove y è — «a priori — una qualunque funzione del posto. Tutto 
si riduce a verificare che queste quantità, sostituite alle (ij, 4%) nella 
[31] del prec. cap., rendono K indipendente da u, v. Invero, ese- 
guita la sostituzione, si ha 


n 


K=- Li (iz djg — Gig Gp) w' vi u" © = 
sin? a ijhk 
1 








n n 
Y i 
= i dih un h A jr ") vl 
sin due jr 
1 1 
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e poichè 
n ORE ; n ì 
Tin anw ut = Dago = 1, 
1 
n : n î 
Sing u' o = Zina; u = cos a, 
1 ; 1 
risulta 
K=—® f1— cosa] = v. 
in? 
sin? a 


Dunque la curvatura riemanniana di una V,, i cui simboli di 
Riemann siano le db;j,1x, è Y; € quindi indipendente dalla giacitura. Ma 
possiamo anche dimostrare che è questa la più generale espressione 
dei simboli di Riemann, che rende K = y. Poniamo infatti 


(2J,hk)= dij,n% + Bij,nk 


dove dij, nk ha il significato precedente: dimostreremo che B;;,2z =0. 
A tal uopo, introduciamo nella [31] questa espressione di (îj,h%k): il 
secondo membro si può allora spezzare in due parti, di cui la prima 
(contenente le d;;,2x), è, come abbiamo visto, uguale a Y, e la se- 
conda, che è 


n 


1 i aj : 
ia B ij,hk ui vi uv , 
sin” x djhk 
1 


dovrà annullarsi affinchè risulti K = vy. 
La sommatoria ora scritta si può semplificare, osservando che, 
per l’emisimmetria dei simboli di Riemann, i due termini 





Bij,nk uv uv, 


Bi;,na ui vi uv" 
si raccolgono in uno solo, il quale, posto 


hoy — ul DIA = Prk > 


7A 
si scrive 


Bij,nk ui U' Pra A 


DA 


Così la somma estesa a tutte le disposizioni hk si trasforma in 
una estesa alle combinazioni semplici (h, k), in quanto è inutile conside- 
rare quelle ripetute (% = è), perchè p,, = 0. Indicheremo tale somma 


n n 
estesa alle sole combinazioni semplici, con S, anzichè con Xx. La 
1 1 


sommatoria quadrupla diviene in conformità 
n n 
Zi ui vi Sx Bij,nk Pr è 
1 1 


Procedendo in modo analogo per gli indici ?, j, si ha ulteriormente 


(7% 


n 
ii Sua B ii ,n& Pei Pra > 
1 


fd 


cioè un’espressione bilineare nelle p. Le coppie, a cui va estesa ognuna 


n(n—-1) 


delle somme, saranno in numero di m = : facciamole cor- 


rispondere biunivocamente, in un modo qualunque, ai numeri 1,...,#, 
e poniamo 


Pij=% Pu =% (i,j, h,k=1,2,..., n), 
Bijnnra = B(4);(M (By =1,2,...,M), 


(dove y è il numero d’ordine della coppia îj e 8 quello della 4%), talchè 
la solita somma si potrà scrivere 


Th B(8), (r) 2g 2y . 


Ed ora si vede bene che questa espressione non può esser nulla 
per valori arbitrari delle 2, se non sono nulle tutte le B; il che appunto 
si voleva dimostrare. 

Si può dunque concludere che una Y, la cui curvatura è 
localmente costante (cioè indipendente dalla giacitura) e uguale a una 
assegnata funzione del posto K, ha necessariamente, per simboli di 
Riemann, le seguenti espressioni: 


(ij,hk)= K(anan Gra) . [19] 
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Moltiplicando per a’, e sommando rispetto a j, si ha l’espres- 
sione dei simboli di 2 specie 


{ir,hk}= K(an8 — an8). [19°] 


La funzione K però non è assegnabile ad arbitrio: anzi, dimostre- 
remo nel $ seguente che, per n > 2, non può essere altro che una 
costante. 


$ 6. — TEOREMA DI SCcHUR. — Questo teorema afferma che 
se la curvatura è localmente costante, è anche indipendente dal posto. 
Non entra. in considerazione il caso di n = 2, in cui, essendovi in 
ogni punto una sola giacitura, non si può D'ODISIOSHIE parlare di 
curvatura localmente costante. 

Dimostreremo dunque che la K, la quale figura nella [19], è co- 


stante, ovvero che 


dove K, rappresenta una generica derivata covariante, coincidente 
(v. Cap. VI, $ 2) con la derivata ordinaria. 

A tal uopo, deriviamo covariantemente la [19] rispetto a «,, ri- 
cordando il lemma di Ricci. Si ha 


(ij, h k), = K.(4n dix — 4 din) è 


Fissati A, %, I, diversi fra loro (il che è possibile perchè n > 2), 
si scrivano le altre due relazioni ottenute da questa permutando 


ciclicamente A, k, !: 


(ij, k0), = Kn (ax Gi Gi dk), 


(dj, l h)x = K, (aa Ajn — Uih Gr). 


Sommiamo ora membro a membro queste tre relazioni, ricor- 
dando l’identità del Bianchi (Cap. prec., $ 5). Viene 


O0= XK, (Gn dx — dix dn) + Ky (ax ai — da dx) + 


20 
x + Kr (Gad — Qin dA). [20] 
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Al variare di è, j, si hanno così ninni relazioni, delle quali 


faremo ora una opportuna combinazione lineare. Si moltiplichi la [20] 
per aa’ e si sommi rispetto a è, j: i coefficienti di X,, K,, K, 
risulteranno tutti del tipo 


n 
Di; Uia 4d;g all al 
1 


(dove con «, f si indicano due degli iudici 4, *, 2), ossia, effettuando 
le due somme successivamente, del tipo 


n n 
o % nh 
Zina" SD; a; a'" = è, 3; 
1 


1 


dove le è hanno il solito significato di 0 o 1. Tali quantità sono 
dunque sempre 0, a meno che non sia contemporaneamente « = È, B 
=: k (il che si verifica nel coefficiente del primo termine) nel qual 
caso il valore è 1. La nostra combinazione delle [20] si riduce così a 


K, a) 0 
c. d. d. 
$T7. — FORMA CANONICA DEL ds° PER UNA VARIETÀ A CURVA- 
TURA COSTANTE. — Ci proponiamo ora, data una varietà euclidea 


S,, di trovare, se esiste, una varietà V,' a curvatura costante XK, che 
sia rappresentabile conformemente su S,, vale a dire (v. $ 4) tale che 
il suo elemento lineare sia dato da 


dove ds è l'elemento di S,. Vedremo che ciò è sempre possibile, e 
la risoluzione di questo problema ci condurrà ad assegnare due 
notevoli forme pel ds? di una varietà a curvatura costante. 

Conservando tutte le notazioni del $ 4, avremo, per i simboli di 
Riemann di V,, l’espressione (v. formula [19]) 


(ij, hk} = E (a 


’ , ’ e ) 
a —a a )=- (apn0g— dx 4; 
ho jk ine PO, ri ili LL 


=D 
e per quelli di $,,, 


(ij,hk)=0, 


inquantochè in una varietà euclidea tutti i simboli di Riemann sono 
nulli (v. Cap. prec., $$ 2, 3) 

‘ Si tratta ora di sostituire questi valori nelle [18'] che costitui- 
scono un sistema di equazioni differenziali dalla cui integrazione si 
ricaverà la funzione «. Le [18'] divengono, con tale sostituzione, 


din Uik i %jn Mg d; si | 
u “ “ “ i 
Au + K [21] 
U DR 
— (Gin 4;n — Gir djn) — je” =0 (i,j,h,k=1,2,..., n). \ 
2 2__ 
A queste to i Di equazioni si può soddisfare ponendo 
Wir = € Uik (i,k=1,2,..., n) [22] 


dove c è una costante: infatti con tale posizione esse si scrivono 
1 ; 4 9 
— (Qin d;x — ir 4;x) (2 cu—-K—4Au)=0 (îi,j,h,k=1,2,... n); 
u 


e, perchè vengano soddisfatte tutte, basterà annullare il fattore 
comune, cioè porre 


2cu—-K—-Au=0. [22'j 


Si è dunque sostituito alle [21] il sistema costituito dalle [22] 
e [22°], che vale qualunque siano le coordinate x. Se poi si suppone, 
come è sempre lecito, che le x siano coordinate cartesiane ortogonali 
di $,,, talchè sia . 





Ke 
Qik = ò. ’ Au 


Il 
MA 
< 
d | 
3 è 
<< 
Il 
dd 
- 8 CH 
® » 
dd 
«&|F 
È ll 
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il nostro sistema si scriverà nella forma più semplice 


da (23) 
dX; AK i 


2 4 2 
CTR ) () 2 (DI [237] 
i v\0Xy 


Esaminiamo ora separatamente i due casi c = 0, c=|=0. 
Se c = 0, il sistema diviene 





du 
0%; 0% 


Vee no 
_v \9%y 


e dalla seconda di queste risulta K <0: tale soluzione è dunque pos- 
sibile solo per varietà a curvatura (costante) negativa (poichè esclu- 
diamo il caso, privo d’interesse, che sia K = 0, cioè che la V,' sia essa 
stessa euclidea). Le [24] ci danno poi, con integrazione immediata, 


[24] 


u = (A b,ey+d [25] 
1 
(dove le d, e d sono costanti), e quindi, sostituendo nella [24'], 
n 9 ; 
K+3,b,=0. (257) 


Di qui si vede che le b, non sono tutte nulle, e che quindi, con 
una sostituzione ortogonale sulle coordinate (*), si può dare alla [25] 
la forma 


u=kx,(k costante), 


con che la [25'] diviene 
K+k=0, 


n 
(*) Le ipersuperficie « = cost, cioè X by xy = cost sono iperpiani fra loro paral- 
ì 


leli: basterà dunque disporre l’asse *n nella direzione ad essi perpendicolare, perchè 
la loro equazione assuma la forma xn = cost, e quindi sia u= kxn. 
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ossia t =V — K. Si ha dunque 


u=lV— Ka, 
e quindi 


I do + da +... + da 
IO, [26] 


2 
— Ka 
n 


È questa la forma canonica dell’elemento lineare di una varietà a 
curvatura costante negativa; già trovata, per altra via, dal Beltrami (*) 
nel 1868. i 

Un altro tipo di soluzione, valido questo per X qualunque, si 
ottiene supponendo c =|= 0. La [23] ci dà i due gruppi di equazioni 








2 ya 
- + =0 , peri=-Ek, [27] 
i k 
d° È 
0a; sta La7] 


Il primo gruppo ha per integrale generale 


uso. [28] 


dove X, è una funzione della sola x;. 
Il secondo gruppo ci dà le 


(dove la derivazione si è designata senza equivoco con apice, poichè 
l'argomento di X; è la sola «;). 
Si ha di qui, con una prima integrazione, 


(1) Opere matematiche, T.I (Milano, Hoepli, 1902), pag. 419. 
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(dove la costante arbitraria d’integrazione è stata posta sotto la 
forma — c n) , sfruttando l’ipotesi ce =|= 0), e con una successiva inte- 
grazione 


te a (ci sa o) + bi (b; costante); 


n° 
da cui, sostituendo nella [28] e ponendo d = X; b;, si ha per v l’espres- 
: 1 


u= DI (—a) +3 [29) 
1 


contenente n + 2 costanti arbitrarie 
Resta da considerare la [23'] la quale, ponendovi questo valore 
di «, diviene 


sione 


2cb—K=0 [237] 


e quindi stabilisce semplicemente un legame fra le due costanti c e d. 

Abbiamo dunque ottenuto una soluzione contenente n + 1 co- 
stanti arbitrarie; possiamo disporne in modo da soddisfare determi- 
nate condizioni in un punto 0 (generico, ma fissato) della S,. Per es., 


prendere le 2) in modo che nell’origine siano nulle tutte le ;: 
poichè si ha da [29] 


0 : . h . D 
dovranno essere nulle tutte le «,, cosicchè la [29] si scriverà (tenendo 


anche conto di [23/"]) 
c 2 K 
uu = — X Ve) 30 
2 DE ALI 26 nia 


Possiamo poi determinare la ec in modo che nell’origine sia « = 1: 


3 K i 
dovrà essere c = pl e avremo così finalmente 


I dx [307 
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Con ciò il ds’? assume la forma data dal Riemann 


ds'3 = 1 SEA II [31] 


Mostreremo in seguito (Cap. seg., $ 2) che il ds° di una qualunque 
V, a curvatura costante K si può mettere sotto la forma [31], e anche, 
se K<0, sotto la forma {26]: resterà così giustificata la denomina- 
zione di forme canoniche che abbiamo adottate per esse. 

Qui vogliamo ancora rilevare la proprietà assai ovviamente pre- 
vedibile, spettante alle ipersfere degli spazi euclidei S,4,a n+1 dimen- 
sioni, di costituire altrettante V. a curvatura costante positiva 


K= Ta: È designando il raggio. All’uopo indichiamo con Y,, Y Ysr +3 Yn 


coordinate cartesiane (ortogonali) di 8,4, con che 


as= Sy dy} . (32) 
0 


Senza pregiudizio della generalità, si può limitarsi a considerare 
l’ipersfera che ha il centro nell’origine, ed è quindi rappresentata 
dalla equazione 


5,0 = Ra. | 133] 


Dimostreremo l’asserto nel modo più diretto, esprimendo le n+1 
coordinate y dei punti della ipersfera, legate dalla 133], per mezzo 
di » opportune coordinate curvilinee x, e constatando che, ove si 
sostituiscano in [33] queste espressioni parametriche delle y per mezzo 
delle x, il ds? assume precisamente la forma canonica [31]. 

La rappresentazione parametrica delle y, cui alludiamo, è una 
geveralizzazione immediata di quella fornita, per le superficie sferiche 
ordinarie, dalla proiezione stereografica. In questo caso (n=2), se la 
proiezione si intende fatta dal punto di coordinatey = R,y,=%,=0 
sul piano tangente nel punto diametralmente opposto, ogni punto 
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(Yo: Y) Y) della sfera si proietta in un punto del piano di coordinate 
®, ,%, legate alle y dalle relazioni (1) 


pel i 

o VE == ’ Î 
, u [34] 

w=gz  (=12) 
con 
2 

acuto da e = > ai [35] 

zi ’ su ? fi 5 Ù 

4 R? be 


Per n qualunque, adotteremo le stesse formule salvo la modi- 
ficazione evidente che v deve farsi variare da 1 ad n. Si tratta effet- 
tivamente di rappresentazione parametrica della nostra ipersfera, 


n 
perchè, quadrando e sommando le [34] e sostituendo a £, xi la sua 
1 


espressione per «, cioè, in base alla (30'] È (u—1), si ritrova ma- 


terialmente la [33]. Si ha poi, differenziando, 





Dit, ine 1 2du 

Yo Sr VE u? 
da, a, du 

dyy=— — —— (vy=1,2,.., n). 
U u? 


Ove si quadri e si sommi, sostituendo, nel secondo membro, a 


n n 

2 
î, Ly ’ 2 Z, Ly da, ’ 
1 1 


(*) Per riconoscere in queste relazioni la forma abituale, basterebbe farvi apparire in 
luogo di p (raggio vettore della proiezione) la colatitudine 3 del punto obbiettivo. Aven- 


fel 1 1 1 
dosi, per definizione, |/ Kyo = cos 3, risulta in conformità 7> 008? 3 3;p=2 Rtg 33 
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rispettivamente 
2-1) , É£au, 
risulta appunto 
n 
2, da 
__1 
iù uo c.d. d. 


CAPITOLO IX. 


Forme differenziali quadratiche 
di classe zero e di classe uno. 


$ 1. — FORME DI CLASSE ZERO (0 EUCLIDEE). — Ricordiamo (cfr. 
Cap. V, $ 20) che se Nè il minimo numero di dimensioni che deve 
avere uno spazio euclideo per potervi immergere una V, data, si 
dice classe di questa V, (o della forma quadratica ds? che la caratte- 
rizza) il numero N — n. 

Diremo, per conseguenza, che è di classe cero COMETA che è euclidea) 
una forma quadratica differenziale 


— 5, x de; da, [1] 
1 


se è possibile sostituire alle n variabili x altrettante (poichè N = n) 
variabili y, legate alle x da relazioni 


Yy = Yy(%3 da << +3 Cn) (y=1,2,...., 2) [2] 


tali che la.[1] assuma la forma cartesiana 


ds = X,dY,. 1°) 
1 


Si tratta di trovare un criterio per riconoscere, data la [1], se 
tale trasformazione è possibile: dimostreremo che basta formare i sim- 
boli di Riemann relativi alla [1], ed esaminare se sono o no tutti iden- 
ticamente nulli. 

Si ricordi (Cap. VII, $$ 2, 3) che questa è condizione neces- 
saria; vogliamo dimostrare che, se, inversamente, tutti î i simboli di 
Riemann relativi alla [1] sono identicamente nulli, la Gdl sì può 
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trasformare nella [1°], vale a dire, si possono determinare le n 


funzioni [2] in modo che siano soddisfatte I AE equazioni 
n 1 $ 
dig = SyYvii Wik (k=1,2; 41) [3] 
1 
dove 
Ce) 
Yvia eo [4] 
dXx 


(cfr. Cap. V, $ 2, formula [3]). 
Derivando covariantemente la [3], otteniamo 


n 
0= S) (Uva Yvia + Yvii Yvia) - 
1 


Scriviamo anche lie due equazioni che si ottengono da questa, 
permutando ciclicamente gli indici è, %, Z, cioè: 


n 2 

0= Si (Yi Yvie + Wiki)» 
os 

0=S, (yi + % Ivi) 


Sommando le prime due delle equazioni ora scritte e sottraendo 
la terza (ove si osservi che, in virtù della regola di commutazione, di 
cui al $ 6 del Cap. VII, e dell’annullarsi dei simboli di RI le 
derivate seconde sono permutabili) si ricava 


È, YUviia Yi =0. 


Tenendo fissi gli indici î, X, e facendo variare ! da 1 ad n, questa 
formula ci fornisce n equazioni lineari omogenee nelle n incognite 
Yviin (“= 1,2; ...,7) e il determinante del sistema è certo diverso da 
zero, poichè è quello formato dalle y,,,, cioè è il determinante fun- 


zionale della trasformazione [2]: concludiamo dunque 


Yi = 0 (v;i,kE=1,2,...,). (5) 
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Queste equazioni, che abbiamo dedotto dalle [3], si possono met- 
tere sotto la forma 


Yyii Syria (Yo Yin) [57] 





in cui ci interessa solo osservare che il secondo membro è una 
funzione nota del posto e delle yy;. 

Ed ora è facile riconoscere che si è ricondotto il problema ad 
uno già studiato nel Cap. II, $ 8, cioè a un sistema misto di equazioni 
ai differenziali totali e in termini finiti. 

Difatti, considerando come incognite le y, (in numero di n) e 
le y,,, (in numero di n°), possiamo raccogliere le equazioni [4] e [5'] 
sotto forma di sistema di equazioni ai differenziali totali 


n» 
Y= SU, 908, Î 
1 


n 
dy,,,;= Saf. (21%, +e 03Yvin) dx (v,éi=1,2,...;), 
1 


mentre le [3] costituiscono alici») relazioni in termini finiti fra 


le (n° + n) =» (n +4 1) incognite. 
Le condizioni di illimitata integrabilità sono, come sappiamo, 
le seguenti: 


dY 1% = dYsia — 


a) 
da, . dk 
df df : 
b) Ira _ hw lv; thyk=1iZ40 505 
de, dx 


c) le conseguenze differenziali delle [3] debbono essere soddi- 
sfatte in virtù delle [$]. 
Le condizioni a), introducendo le derivate covarianti e tenendo 
presente ancora una volta la 00 di commutazione, si possono 
scrivere sotto la forma 


Yin 7 Yyjiux: == ©OMbinazioni lineari dei simboli di Riemann, 


17 — T. Levi-CiviTAa, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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e allora si vede subito che sono identicamente soddisfatte, perchè 
il primo membro è nullo in virtù delle [5], e il secondo è pure tale, 
perchè sono nulli, per ipotesi, i simboli di Riemann. 


Analoga verifica si può fare per le d) che equivalgono a 


Yviinn © Yviina == 60M. lin. dei simb. di Riemann. 


Se poi si derivano covariantemente le [3], si trovano  condi- 
zioni c) della forma 


v (Vera Yyix + Yi yin) ’ 


di iL 


si VE 


e si verifica immediatamente che sono tutte soddisfatte, in virtù del 
lemma di Ricci e delle [5]. . 

Il sistema misto è dunque completo, e sarà possibile trovare le 
funzioni [2], le quali conterranno soli costanti arbitrarie (diffe- 
renza fra il numero delle incognite e quello delle equazioni in termini 
finiti). Ciò si interpreta geometricamente dicendo che, se la varietà 
nn + 1) 
De 


è euclidea, esistono in essa co sistemi cartesiani (ortogo- 


nali). Trovata una soluzione particolare n,,3:-.-.1M%; Siottiene la 
più generale mediante una sostituzione del tipo 


n ” 
y=i+ DT, 4%; (6 =1,2,0.), [6] 
1 è 


dove le «;; sono i coefficienti di una sostituzione ortogonale, cioè 


sono legate dalle Ea equazioni 
kia v x A 7 
PA dij diy = È, (j,v=1,2,..4), [7] 
1. ; 


mentre le c; sono n costanti del tutto arbitrarie. 
La verificazione è immediata in base alle proprietà caratteri- 
stiche delle sostituzioni ortogonali. 
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Infatti dalle [6] si ha materialmente 
n 
dyi= Z, c;; dj; , 
1 
2 n 
dY, = Ly %ij tiv dn; day , 
1 


n 2 n 
z, = Zini tv di; dn, 


1 


ed effettuando nell’ultima la somma rispetto ai, col tener conto 
delle [7], risulta 


>; dy = x, du; dn = Zd.. 
1 1 


L’ipotesi che le n siano una particolar soluzione del sistema si 


traduce nel fatto che è 3, dn = ds?: quindi si può scrivere 
1 3 
n» 2 
Si, dy, "= ds? ? 
n 


il che prova che anche le y costituiscono una soluzione. Le costanti 


indipendenti che figurano nella [6] sono "A E1), come risulta da 


un facile computo, e quindi la soluzione così ottenuta è la più 
generale. 

È ovvio che le [6] sono una generalizzazione delle formule 
pel cambiamento d’assi coordinati dell’ordinaria geometria analitica. 


$ 2. — RAPPRESENTAZIONE CONFORME DI UNA VARIETÀ A CUR- 
VATURA COSTANTE SU UNA EUCLIDEA. APPLICABILITÀ DI TUTTE LE 
V, CON LA STESSA CURVATURA COSTANTE. — Nel Cap. prec. abbiamo 
risolto ($7) il problema: data una varietà euclidea $,, trovare 
una varietà V, di assegnata curvatura costante che sia rappre- 
sentabile conformemente su quella. Ci proponiamo ora di dimo- 
strare che, inversamente, data una varietà V, a curvatura costante, 
è sempre possibile rappresentarla conformemente su una varietà euclidea 


NIE Vale a dire, se ds? è l’elemento lineare di una V, a curvatura 
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costante X, vogliamo provare che si può BeRglio una conveniente 
funzione U = e 77 in modo che 


ds’? a est ds? er Ad ds? 
U? 


risulti euclideo. 


All’uopo sarà necessario e sufficiente che le [18"] del prec. Cap., 
ponendovi 


(ij, hkY) =0, 
(îj,hk) = K(an djk  Uik Ujn) 


e scrivendovi U in luogo di «, risultino tutte soddisfatte. La U dovrà 


n? 
dunque verificare ie ma equazioni: 
AU U; U, U; U; 
(in 8) Cna a) = n a Lena Tp ata. 
Ponendo 
Un = @g(aU+B), {8] 


dove « e B sono due costanti, si riconosce, con procedimento ana- 
logo a quello del $ 7 (Cap. prec.), che queste equazioni rimangono 
soddisfatte purchè sia ulteriormente 


; i 
a (0 Re e 9 
U 19) 


In quanto si risguardino le [8] come atte a definire tutte le deri- 
vate delle U,;, esse, insieme all’identità 


dU = S;U;da;, (87) 
1 


costituiscono un sistema ai differenziali totali nelle n + 1 funzioni 
U;, U: ad esso va associata l’equazione in termini finiti [9]. Si veri- 
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fica subito che basta prendere « = —K perchè questo sistema misto 
risulti illimitatamente integrabile (Cap. II, $ 8). 

Infatti, le condizioni di integrabilità delle [8] sono espresse 
dalle formule (di commutazione) 


Ussia— U;im = —X: lir bl} U,, [C] 


e quelle delle [8'] dalle 


Un= Uni 


Queste ultime sono -senz’altro soddisfatte, in virtù delle [8]: 
quanto alle [C], il primo membro, sempre in virtù delle [8], si riduce a 


a(ag U,—-a,Ux) 


e il secondo membro, ricordando l’espressione [19"] (Cap. prec.) dei 
simboli di Riemann per le varietà a curvatura costante diviene 


SE K (aix U,— Adi Uz) . 
Le [C] si riducono pertanto a identità purchè si assuma, come 


si è detto, x = — XK. 
Resta da aver riguardo all’equazione in termini finiti [9], la 


quale tenendo conto che a = — XK, si può scrivere 
» . Ma 
SL; U U;= — KU? + 28BU. [9'] 
1 


Deriviamola (facendo uso della [16°] del Cap. VI), ed avremo, 
sopprimendo il fattore 2, le condizioni 


» . 
È; U' U;i =—T—KUU;,+ BU: 


che risultano anch’esse identicamente soddisfatte in virtù delle [8]. 

Osservazione. — Riconosciuta così l’illimitata integrabilità del 
sistema, sappiamo (Cap. II, $ 8) che la soluzione contiene n costanti 
arbitrarie, delle quali possiamo disporre in modo che le n funzioni 
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U; assumano, in un punto 0 (particolare, ma generico) della nostra 
varietà, dei valori arbitrariamente prefissati. Inoltre, resta a nostra 
disposizione la costante ft. 
Una prima classe di soluzioni si ha assumendo 8 = 0, con che 
la [8] diviene 


U=KaxU. 


L’ipotesi B= 0 è però ammissibile, nel campo reale, soltanto 
quando K<0: infatti la [9°] si riduce per8=0 a 


AU=-—.KU°. 


Nel campo reale il primo membro è sempre essenzialmente posi- 
tivo, escludendo che la funzione U sia una pura costante ossia 
(in causa delle [8] le quali ora si riducono a Ux = = Ka, U) rite- 
nendo K zo. Il secondo membro ha invece segno opposto a K, 
sicchè la uguaglianza è possibile solo per XK <0. 

Per avere una soluzione valida in generale, bisogna sup- 
porre B=|- 0. 

Disporremo allora di questa e delle altre n costanti, in modo che 
nel punto O risulti 


U;=0 , U=1 (=1,2,..,), 


con che andrà assunto a norma della [9'] 


e la U rimarrà completamente determinata. 

Rammentiamo ora il risultato del Cap. prec., $ 7: con le nota- 
zioni attuali (cioè apponendo gli apici alle quantità relative alla 
varietà euclidea) esso ci dice che, se esiste un fattore « tale che 


ds’? 


u? 


ds? 
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risulti a curvatura costante K, e che, in un determinato punto 0 (che 
possiamo sempre pensare assunto come origine delle coordinate car- 
tesiane), soddisfa le condizioni u = 1, u; = 0, esso ha l’espressione 


D'altra parte, noi abbiamo ora trovato che la quantità = sod- 


disfa tutte queste condizioni {infatti ta O; LARE SA 
. U U); U? 


=0in 0) e quindi si dovrà avere 


1 1 








1+ > x. x 

4 1 Hi î 

Da quanto abbiamo detto si deduce un corollario importan- 
tissimo. Date due varietà ad n dimensioni aventi la stessa curvatura 
costante K, i loro ds?, come abbiamo visto, possono, con opportuni 
cambiamenti di variabili, ridursi entrambi alla stessa forma cano- 
nica 





con 


di 2 
= 1+ z 1 x i 

È dunque possibile, con un cambiamento di variabili, trasfor- 
mare l’una forma nell’altra: vale a dire, Ie due varietà, per il solo 
fatto di avere la stessa curvatura costante (e lo stesso numero di 
dimensioni), sono fra loro applicabili. 


$3. — GENERALITÀ SULLE IPERSUPERFICIE IN SPAZI EUCLIDE!. 


SECONDA FORMA FONDAMENTALE. — Abbiasi una varietà euclidea 
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Sn 4 08Î58Y,3Y2700::Yn 4 UN SUO sistema di coordinate cartesiane, 


talchè 
n+1 2 
È ds?= Zydy,. 
1 


Si consideri una ipersuperficie {quando non c’è pericolo di ambi- 


guità, si dice comunemente superficie) V, immersa in $, 1; e definita 
dalle equazoni parametriche 
Yy==YUy (4,3%, 0.03 En) (v=1,2,...n+1). [10] 


La matrice funzionale di queste equazioni deve essere, come sap- 
piamo, di caratteristica n (cfr. Cap. V, $ 1). 

Definiamo anzitutto come ovvia estensione del caso ordinario 
(n = 2) la direzione di $, ., normale alla V, in un suo punto gene- 
rico P. 

Indichiamo all’uopo con a, (vy=1,2,...,n +1) i coseni della 
direzione che si tratta appunto di caratterizzare, rispetto agli assi y, 
(vale a dire i parametri, o i momenti, che in uno spazio euclideo 
non sono distinti): questi coseni saranno legati dalla solita identità 


quadratica 


Sa =1. [11] 


La proprietà geometrica che si tratta di tradurre è che la dire- 
zione di coseni x, è perpendicolare ad una qualsiasi tangente alla V, 
in P, o, cioè cheèlo stesso, a qualsiasi spostamento elementare dP, 
tangente alla V, stessa e quindi tale che (a meno di infinitesimi d’or- 
dine superiore al primo) non fa uscire dalla superficie. Ogni sposta- 
mento siffatto deve rispettare le [10], corrispondendo del resto a inere- 
menti arbitrari dx, delle x. Detti dy, gli incrementi subordinati nelle 
coordinate cartesiane y,, dovranno in conformità le « verificare 


l'equazione 
n+1 


I, cy dyy=0 [11] 
1 


per tutti i sistemi di dy,, provenienti dalle ‘10], ossia per 


i . 
dy,y= 2, Y [1 dx, (12j 
; i 


coi dx, arbitrari. 


L90ha2 
Sostituendo nella precedente, si ha 


n nt1 
Pr dx, di, xy YWyrr==0. 
1 1 


la quale, per l’arbitrarietà dei dx,, implica che le «, devono soddisfare 


le n equazioni 


nt 
LT, %yYy 0 (0=1,2,..., 0). (127) 
1 


Queste, insieme alla [10], individuano le x, a meno del segno, 
come è naturale, poichè si tratta di una direzione, sul cui verso non 
si introduce alcuna ipotesi. In ciò che segue lo immagineremo fis- 
sato a piacimento. ; 

Sappiamo che la metrica di V, è definita dalla forma quadratica 


n 
g= ds? — Ti, dik dx; dx E 
1 


Accanto a questa conviene considerare una seconda forma diffe- 
renziale quadratica y la quale, a differenza della prima, dipende dalla 
configurazione della V, in S, ,; (vale a dire, non è un elemento 
intrinseco), anzi caratterizza completamente tale configurazione. 

Immaginiamo a tal uopo di spiccare da ogni punto della assegnata 
V, e nella direzione positiva della normale, dianzi definita, un seg- 
mento infinitesimo, di lunghezza costante e. Gli estremi di tutti questi 
segmenti giaceranno su una ipersuperficie VE, che si dice parallela 
a V,: ad ogni punto dell’una corrisponderà in modo ovvio un punto 
dell’altra. Vogliamo considerare due punti di V,, infinitamente vicini, 
e confrontare la loro distanza ds con quella ds’ dei due punti corri- 
spondenti in V.. 

Se le coordinate di un puuto generico di V, sono yy (v=1,2,... 
n + 1), quelle del punto corrispondente in v' saranno 


y=WNtae- 
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Di qui, differenziando e ricordando che e è costante, 
dy, = dy, + eday. 


Quadrando e sommando otterremo il ds’, che denoteremo con g': 


È n+1 2 2 
pre Si (dy + e? a + 2e dy, day). 
1 


3 Beba ta 4 3 
Ora si osservi che x, dy,= ©, e d’altra parte si ricordi che e è 
“1 


infinitesimo, e quindi e? da, è trascurabile rispetto agli altri termini, 
ne segue 
g_—o=—-2%4 [13] 


dove si è posto 


n+1 a 
pae Li; dy, day. [14] 
1 


La [13] ci fornisce l’incremento della prima forma fondamentale g 
nel passaggio dalla assegnata V, a una parallela infinitamente vicina: 


x 


detto incremento è espresso per mezzo della quantità y che è, come 
ora vedremo, una forma quadratica nei dx. Per riconoscerlo, basta 
osservare che ‘ 


dyy= X;Yyii da ; 

1 x 
_ n 
day = Di, %yx dx . 

1 
e quindi, sostituendo nella [14], e ponendo 

n+1 
bin = bri= —% X, (Wii win + Ya i); [15] 
1 

sì ha 


pe 5, bia da; day . [14'] 
1 
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È questa la cosiddetta seconda forma fondamentale. I suoi coeffi- 
cienti b,,, dati dalla [15], possono essere espressi anche in un altro 
modo, che sarà utile nel seguito. 

Si osservi infatti che, derivando la [12'], si ottiene 


nt1 
3, (cy, Yvi: + Xy Yvira) = 0 


1 


o anche, scambiando gli indici l e %, 


nt 1 
Sy (xy 12 Yvix + %y Yy ni) = 0 
1 


Facendo la semisomma di queste due identità, e ricordando la sim- 
metria delle derivate seconde, si ottiene 


nt 1 nt1 
1 PISO 
md Sy (avi Yicrt Cy 1: Yyia) =" di Xxy Yvi - 
1 1 


Cambiando ! in è, il primo membro di questa uguaglianza si iden- 
tifica col secondo della [15], e quindi 


nt1 
dix ca XS, xy Yyiik . [15'] 
1 


$ 4. — FORME DI CLASSE UNO (IPERSUPERFICIE IN SPAZI EUCLIDEI). 
— Vogliamo ora indicare un criterio per riconoscere, data una forma 
differenziale quadratica 


n 
ds? = Tardo: de, 
1 


se è di classe uno, cioè se si possono trovare n + 1 funzioni [10] tali da 
ridurla al tipo cartesiano. Seguiremo un procedimento analogo a quello 
del $ 1, ossia prenderemo come incognite le n + 1 funzioni y, e 
le n(n +1) loro derivate y,,;; in tutto (n +1)? incognite. Queste, 
per la loro stessa definizione, debbono anzitutto. subordinare il ds? 
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. . n+1 2 . v id n (n n 1) 
assegnato alla forma euclidea X, dy,; ; il che si traduce nelle 4 -- 
1 
condizioni 
nH41 _ 
dik = PA Y's Yylr- [16] 
Ù 1 


Da queste seguono per derivazione covariante le equazioni 


n+1 
O0= Sy (YviieYvix + Uvii Uva) + [17] 
1 


Va poi tenuto presente che le incognite principali yy e le ausi- 
liarie yyji non sono indipendenti tra loro ma legate dalle relazioni 
differenziali 


0Yy 
0%; 





= Yvii- 118] 


Si tratta di formare le condizioni di integrabilità del sistema 
[16], [17], [18]. 

Cominciamo col pensare scritte le due equazioni, che si ottengono 
da [17] permutando ciclicamente è, 4, £: allora, da queste tre equa- 
zioni, sommando le due prime e sottraendo la terza, troveremo, come 
al $ 1, 


nto1 , 
Sy Yv'inYyyi= 0 (,k1=1,2,..,). 
1 


Fissati è e k, si hanno n equazioni lineari ed omogenee fra le n + 1 
incognite Yy,ix ; la matrice dei coefficienti y,,; ha per caratteristica 
n ($ prec.), quindi le equazioni hanno (+1) — n = 1 soluzioni 
indipendenti: le altre differiscono da questa per un fattore di propor- 
zionalità. Ora, dalla [12"] si vede che una soluzione si ottiene, pren- 
dendo Yy;;x = «y: perciò, introducendo un fattore di proporzionalità 
biz, potremo scrivere la soluzione più generale sotto la forma 


Yi = din &y + [19] 


Per riconoscere il significato delle dx, basta moltiplicare la [19] 


_ 269 — 


per x, e sommare rispetto a v da 1 a n + 1, profittando della [11]: 


si trova . 
nHt1 
Sy yYv.in = di 
1 ; 


che, confrontata con la [15'], ci dice che le dix = dg; ora introdotte si 
identificano con i coefficienti della seconda forma fondamentale. 

Ora noi dovremo scrivere che le derivate seconde (covarianti) 
delle y, ; soddisfano la formula di commutazione 


n G 
Yvlina T Yviian=> T i fi L h kj Yvi: [20] 
1 


che tiene luogo della ordinaria condizione di simmetria delle derivate 
seconde. Il primo membro dovrà calcolarsi partendo dalla [19], che, 
derivata covariantemente, dà 


Yviinn == Cy Dixn + Di &y in è i [21] 


dobbiamo procurarci le espressioni delle @, ,. 
A tal uopo osserviamo che, derivando la [11], si ha. 


n+1 
Sy ayayi, = 0 [22] 
1 


e che inoltre le d;, si possono anche esprimere sotto la forma 


n+1 ; 
Sy Yin = — din (i,h=1,2,...;N), [23] 
1 


come si verifica ovviamente immaginando di derivare (covariante- 
mente) l’identità 


n+1 
Z,Wli&y=0, 
1 


e badando all’espressione [15'] delle bd,n. 
Fissato %, questa formula rappresenta n equazioni lineari nelle 
n + 1 incognite «|, : unite alla [22], formano un sistema di equazioni 
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atto a determinare queste incognite. Infatti il determinante di tale 
sistema è 
d,° 


Yria Yar1 ee YUntali 


La 00° %n+3 





Yin Yaine-o-Untiin 


e, facendone il quadrato, ricordando la [11], le [12'"] e le [16], si trova 
il quadrato del determinante || a; || , il quale è certo diverso da zero. 
La soluzione del sistema [22], [23] è, come si verifica facilmente, 


n Î 
Ayla = >, din yi, 124] 
1 
dove si è posto 
i n 2: 
Y, a ST, aly, fune {25] 
1 


Quindi ia [21] diviene 


n d 
Yviinn = %y dixn — 3, dix din Y 
1 


L'espressione di yy|;nx si ottiene da questa con lo scambio mate- 
riale degli indici & e %k. Possiamo dunque scrivere la [20] sotto la forma 


n j 
Cy (Din — dint) TT 3} (dix bin — din Da) y, == I 
Sa (26) 

= — 2 fil, hh. \ 

1 4 


Converrà far figurare anche nel secondo membro le gi: basta 


ricavare da [25], con la solita regola di Cramer, 


s J 
YWi=TX;414, 
1 
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e sostituire nella sommatoria: effettuando poi la somma rispetto 


a l, si ha 
n l n MS Fi 
fil, hk}wu= S;(ij, hk)y, 
1 1 
e quindi la [26] diviene 
_ Qty (Dirn — Dink) + 


+ 5,9, [a dn — da ba) — Gi, A) =0 ( 
, 


yv=1,2,..,,n4+1 
i,k,h=1,2,...,n} 


[27] 


Queste condizioni possono esprimersi sotto forma notevolmente 
più semplice: intanto, si moltiplichi l’uguaglianza ora scritta per ey 
e si sommi rispetto a v da 1 a n + 1, ricordando la [11] ed osservando 


che, per le [25] e [127], 

n+1 ji n  RA1 
I, yy 0 E, Ya = 0: 
1 1 1 


si otterrà 
— (bian — ban) =0, 


vale a dire i coefficienti > dovranno soddisfare le condizioni 
bink = dixh + 


Allora la [26] si può scrivere 
® |; 
TY, Pisi =0 (y=1,2,...,n+1) 
1 


dove si è posto 


Pijran = (Dir din — Din ba) — (ij, hk). 


[28] 


[29] 


Fissati è, 4, 4, le [29] costituiscono n + 1 equazioni lineari ed 
omogenee, nelle n incognite p;;,,x(j=1,2,...,). La matrice dei 


CEE 


coefficienti CA ha caratteristica n: difatti, preso uno qualunque dei 


suoi determinanti d’ordine n, per es. 


i 2 n 
Y, Y, y, 
1 2 n 
ddl, 
1 2 n 
Y, LA “n 


x 


si riconosce facilmente, ricordando la [24], che è uguale al prodotto 
dei due determinanti 


1 
Vi Va DACI Yin al o 00 & di 
2 22 2 
Yn1 Ya --- Y2n UA i 
1 2 nn 
Una Y na Inn a a... a 


L 


x 


dei quali il secondo è certo diverso da zero. Ne consegue che la ca- 
ratteristica della matrice yi è identica a quella delle yy,;, cioè n. 


Da un teorema noto sulle equazioni lineari, segue allora che il si- 
stema [29] non ha soluzioni, all’infuori di 


Pij + hke ==" (d,j,k,h=1,2,...;N), 


il che vuol dire 


(éj, hK) = di bin — bin bit» [30] 


Da una più accurata discussione risulterebbe che le formule [28] 
e [30] esprimono tutte le condizioni di integrabilità del sistema. Potremo 
dunque concludere che: 
Affinchè una data forma differenziale quadratica sia di classe uno, occorre 
e basta che si possa determinare un sistema doppio simmetrico bi tale 
che i simboli di Riemann della forma data siano esprimibili con la 
formula [30], e che il sistema bin (derivato covariante di biz, rispetto 
all’assegnata forma differenziale) sia simmetrico (formula [28)). 


dm 


Nel precedente Capitolo ($ 7), abbiamo riconosciuto direttamente, 
assegnando le espressioni esplicite delle funzioni %y(@,,%,,...3 Xx); 
che ogni ds° a curvatura costante positiva è di classe 1. Natural- 
mente devono trovarsi soddisfatte le condizioni necessarie e suffi- 
cienti, testè annunciate. 

Per verificarlo, basta assumere le ausiliarie b,; sotto la forma 
V Ka; e ricordare che, trattandosi per ipotesi di varietà a curva- 
tura costante, i simboli di Riemann (iîj,h%) si identificano con 
K (an ax — dix Gn). Le [30] rimangono perciò automaticamente verifi- 
cate; d’altra parte, per il lemma di Ricci, le derivate coovarianti 
delle br = V Ka si annullano, e così sono pure soddisfatte le [28]. 

Per K<0, la posizione a; = V Ka, non serve, perche farebbe 
uscire dal campo reale, sicchè non si può affermare che sussista 
l’analoga proprietà. Effettivamente si dimostra che per n>2, i ds? 
a curvatura costante negativa non sono di classe uno (!). Per n =-2, 
sappiamo già (Cap. V, $:21) che qualsiasi ds?, e quindi in partico - 
lare quelli a curvatura costante sono di classe uno (al più), ossia 
appartengono certamente ad una qualche superficie dello spazio ordi- 
nario. Di tali superficie (pseudosferiche), con X costante negativa, 
ve ne ha infinite, tra cui anche rotonde (di tre tipi) (?). 


$ 5. - RAPPRESENTAZIONE IPERSFERICA E CURVATURA DI UNA 
IPERSUPERFICIE. — In una varietà euclidea $__., pensiamo immerse 


una ipersuperficie V,, qualunque e inoltre una ipersfera di raggio 1, col 
centro nell’origine (*). 

A ciascun punto P della V, si può far corrispondere un punto P' 
della ipersfera, conducendo dal centro di questa la parallela alla 
normale a Y, in P, e assumendo come punto P’ l’intersezione di 
questa parallela con l’ipersfera: si dice allora che si è rappresentata 
la V, sulla ipersfera. 


(!) BrancHI, Lezioni di geometria differenziale, seconda ediz., Vol. I (Pisa: Spoerri, 
1902), Cap. XIV, $ 205, pag. 471. 

(2) /bidem, Cap. VII, $ 108, pag. 225; ovvero terza ediz., Vol. I (Bologna: Zani- 
chelli, 1922), Cap. VII, $ 127, pag. 338. 

(*) Si designa così, come si disse al $ 7 del Cap. prec., una ipersuperficie Q, la 
cui equazione, in coordinate cartesiane, è 


n+1 
2, aa 


18 — T. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. | 
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L’interesse precipuo di tale rappresentazione è questo: si indichi 
con V l'estensione (cfr. Cap. VII, $ 8) di una regione 6 della V,, e 
con V’ l'estensione della regione ipersferica corrispondente 6°: il rap- 


, 


porto l è strettamente legato alle proprietà di curvatura della V,, 


e si chiama curvatura media della V, nella regione 6. Se questa regione 
si riduce all’intorno infinitesimo di un punto P— ossia, se si fa tendere 
a zero la massima dimensione di 6 — detto rapporto (se il punto P 
non è singolare) tende ad un limite positivo T', che si chiama curvatura 
ipersferica della V, in P (sferica pern=2). 

Per procurarcene l’effettiva espressione, cominciamo con lo sta- 
bilire un sistema di coordinate intrinseche sulla ipersfera: il criterio 
più spontaneo consiste nell’attribuire a ogni punto P’ di questa le 
stesse coordinate «,, %,, ...,%, che ha il punto corrispondente P in 
Y,. Chiamiamo do l’elemento lineare dell’ipersfera, e cerchiamo la 
sua espressione per mezzo dei da. 

Se, come nei $$ precedenti, denotiamo con a, (v= 1,2,...,# + 1) 
i coseni della normale a V, in un punto generico P, saranno anche «, 
i coseni della parallela a questa, spiccata dall’origine (centro dell’iper- 
sfera). Il punto P’ si trova in questa retta, a distanza 1 dall’origine: 
quindi le sue coordinate cartesiane sono «,. 

Si ha allora subito 


e ponendo 


m+1 i i 
È, Kyo n ya €nk 9. 131] 
1 
risulta 
n î 
do? = Si dx, day. 13] 
1 


È questa la (prima) forma fondamentale relativa alla ipersfera: 
essa si chiama talora terza forma fondamentale della V, data: 
Possiamo, per suo mezzo, calcolare subito l’estensione V’ di una 
regione ipersferica 6’: 


V= |, Vedr,de,... de, 


v 
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dove e rappresenta il determinante delle e,,.. Analogamente per 
il campo corrispondente si ha l’estensione di V, 


us Ià Vada de, ... den. 


Se le regioni di cui si tratta sono infinitesime, ciascun integrale 
si riduce a un solo elemento, e facendone il rapporto, si ha 


reti =], [33] 
6>0 V 


dovendosi, ben si intende, attribuire sempre ai radicali il loro valore 
assoluto. 

I coefficienti ex si esprimono per mezzo delle derivate delle y 
mediante la [31], che diviene, sostituendovii valori [24] delle ay1,, 


n n+41 E 5 
€hk = Zi; din bin S, I, Y, , 
1 1 i 


e per le [25] 
n nti 


ba: = ijuv Din dix: a'" al” 2; Yvin Yvlo 


n 
= Tiso ib de d' A" A, 


sb 


bin dix d'' . 


. Da questa espressione delle e; per mezzo delle dx e delle a'* è 
facile ricavare una espressione del determinante e per mezzo dei 
determinanti a e d. Si osservi infatti che, posto 


dbja a' , [34] 
l’ultima formula si può serivere 


n i A 
e= Di, bin, [34"] 
i 





L= 


Tanto la [34] che la [34] si identificano con le formule che danno 
il termine generale del prodotto di due determinanti, ed implicano 
rispettivamente 


1 ni 
B=b—- ’ [35] 
a n 
e=bB 135/] 
1 eda Si ua ; 3 i 
(dove — = ||a/#|, e si è posto B = || B, ) come si verifica facil- 
a È 


mente. Moltiplicando membro a membro [35] e {35'] si ha 


2 
e= ch ; . [86] 
da 
Quindi la [33] diviene 
\bl i 
tl — [33"] 
a 


formula che esprime la curvatura ipersferica T mediante i discri- 
minanti delle due forme fondamentali. i 

Come si vede, la curvatura definita in questo paragrafo non ha 
carattere intrinseco (in quanto dipende dalle b,x). 

Applichiamo le cose dette al caso di una ordinaria superficie Va 
immersa nello spazio euclideo a tre dimensioni. In tal caso, come sap- 
piamo, vi è un solo simbolo di Riemann distinto (12, 12), e la [30] dà 

2 


(12,12) = db, by, — db =b. 


12 


Perciò la [33'] si potrà scrivere 


che, confrontata con la [28] del Cap. VII, mostra che, per n = 2, la 
curvatura I° coincide col valore assoluto della curvatura gaussiana X. 


CAPITOLO X. 


La geometria intrinseca come strumento di calcolo. 


$ 1. — GENERALITÀ SULLE CONGRUENZE. CONGRUENZE GEODETI- 
CHE E NORMALI. — Consideriamo una varietà metrica V,, e suppo- 
niamo che in ogni punto di essa (o di una sua regione) sia fissata una 
direzione A, definita per es. dai suoi parametri X': vale a dire, sia asse- 
gnato un sistema contravariante di funzioni (regolari) 


NR Vici) 


vincolate soltanto dalla solita identità quadratica e del resto arbi- 
trarie. In causa di tale identità, una almeno delle X' è certo diversa 
da zero. 
Se allora consideriamo il seguente sistema di n — 1 equazioni 
differenziali 
da da, 
FUNE VARE I ch 
(risguardandovi per es. come variabile indipendente una delle , e 
le altre n — 1 come sue funzioni incognite) riconosciamo subito che 
gli integrali di questo sistema rappresentano linee di V,, che sono 
dirette in ogni loro punto secondo la direzione prefissata 2: infatti, 
per uno spostamento infinitesimo lungo una di tali linee, i dx sono 
proporzionali ai parametri di X. Per ogni punto della regione consi- 
derata passa una (e una sola) di tali linee, come risulta dal fatto, 
che l’integrale generale di [1] contiene n — 1 costanti arbitrarie, le 
quali si possono determinare in modo che, per un valore dato ad 
arbitrio della variabile indipendente, le altre n — 1 variabili assu- 
mono valori pure arbitrariamente dati. Supposto per fissare le idee 
che sia X° diversa da zero (nel campo che si considera), le [1] si pos- 
sono scrivere 
da; __ x 
da, x 





(i=1,2,...,n—1), 


risguardando x, come variabile indipendente. 
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Ne consegue, in base al teorema di esistenza, che le equazioni 
(integrali) 


ri= Li (3). (i =1,2,...,.n—1) 


della linea possono essere soddisfatte per un sistema arbitrario di 


valori delle n variabili, il che è quanto dire, che la linea si può far 
passare per un punto arbitrariamente prefissato ('). 


Un tale sistema di linee si dice congruenza: le x = i, dove ds 
18 


designa l’elemento d’arco della linea passante per il punto gene- 
rico (%,, 0, - - +3 x) diconsi parametri della congruenza, e gli elementi 4; 
del sistema reciproco sono i suoi momenti. 

Se tutte le linee di una congruenza sono geodetiche, si dice che 
la congruenza è geodetica: tali sono per es. le congruenze di rette nello 
spazio ordinario. È facile stabilire la condizione analitica traducente 
tale proprietà. Si ricordi a tal uopo che le equazioni caratteristiche 


dx; 


delle geodetiche (essendo X° = = di) si possono porre sotto la 


ds 
forma seguente (cfr. Cap. V, formula [47]) 


Ora si ha 


sostituendo nelle equazioni precedenti e scrivendo dappertutto x 
in luogo di #,, risulta 


n . n - 
pi = ) l: + va ) xX=0 
reni 0% - ili 


() Tutto ciò riuscirà più chiaro, se si terrà presente l’esempio offerto dalla fisica, 
nella considerazione dei campi di forza: definita fisicamente, in ogni punto dello spazio, 
una direzione X (quella della forza), resta determinato un sistema di Jinee (linee di 
forza) che hanno in ogni punto la direzione della forza ivi agente, e che riempiono, 
per così dire, tutto lo spazio, inquantochè per ogni punto ne passa una (e una sola). 
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n 


pi = » (2) X=0 (i=1,2,...,n). [2] 
14 


1 


Sono queste le condizioni richieste. Vi si fanno apparire i mo- 
menti, moltiplicando per az e sommando rispetto a î, con che si 
ottiene 


» ’ 
Pia = Zi Cik (N), xNW=0 , 
1 


e siccome, per il lemma di Ricci, 


dir (N) = (dix N), 


si ha infine 


n 
Pr= ID, Ma N = 0 (k=1}2; 05) [27] 
1 


Un'altra particolarità notevole che può presentare una con- 
gruenza è quella di essere normale, cioè di essere costituita dalle 
traiettorie ortogonali d’una famiglia di superficie. A questo propo- 
sito conviene notare come, data una famiglia di superficie, esiste 
sempre una congruenza di curve che tagliano ad angolo retto tutte 
le superficie della famiglia, e che si chiamano trasettorie ortogonali: 
mentre non sempre esiste una famiglia di superficie, che taglino ad 
angolo retto tutte le curve d’una congruenza. Ecco come lo si 
mette in chiaro ('). Sia data dapprima una generica famiglia di super- 
ficie, di equazione 


f(x) = cost. 


(1) Ricordiamo per incidenza che già nel Cap. V, $ 22 abbiamo riconosciuto l’esi- 
stenza delle direzioni mormali alle famiglie di superficie coordinate x; = cost, caratte- 
rizzandone i rispettivi momenti. Si sarebbe potuto riportarsi a quelle indicazioni, osser- 
vando che qualsiasi famiglia di superficie f= cost si può sempre (con cambiamento di 
variabili) far divenire coordinata. La considerazione del testo ha il vantaggio di for- 
nire senz’altro l’espressione esplicita dei momenti spettanti alle direzioni normali, 
quando l’equazione della famiglia è generica. 
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Prendiamo in considerazione quella che passa per un punto pre- 


fissato P di coordinate @,, #2, ..., &,: si intende, punto regolare, cioè 
Do) P £ . ì 

tale che le A sono in P finite e continue e non tutte nulle. Vogliamo 
Di 


mostrare che a P rimane associata in modo unico una direzione 
perpendicolare alla superficie, cioè ad ogni spostamento 3x; appar- 
tenente alla superficie. Cominciamo coll’osservare che, per ogni sif- 
fatto spostamento èx;, si ha 


f (a +82) = f (@) 
ossia 


>» ESTE I [3] 
i 0% 
1 


Indichiamo poi con A; i momenti della (ipotetica) ‘direzione 
perpendicolare, osservando che la perpendicolarità (ad ogni sposta- 
mento superficiale) si traduce nella relazione 





n 
5,3 de =0, [4] 
1 


valida per tutti i 3x; che verificano la [3]. 
Ciò equivale notoriamente alla proporzionalità fra i coefficienti 
delle singole 3x;. Dacchè in virtù dell’identità quadratica 


n 
Sh M = 1 
1 


i momenti non possono essere tutti nulli, possiamo p. es. supporre 
s of 


; 1 ; 
à, diverso da zero e porre — —— =p, con che (scrivendo breve- 


èf 


mente f; al posto di sa le relazioni esplicite equivalenti alla [4] 


assumono la forma 
fi=pM (£=1,2,..,). [5] 


Le f; essendo note, le [5] determinano le X; a meno di un fat- 
tore, il quale risulta a sua volta determinato (a meno del segno) 


ogl ce 


dalla richiamata identità quadratica che dà Dix dix fi fr = 02. Il primo 
1 


membro non può annullarsi, in quanto, per ipotesi, una almeno delle 
fi è diversa da zero: così siamo anche assicurati che p=|=0. In defi- 
nitiva, data la famiglia di superficie f = cost, rimane univocamente 
individuata la direzione ortogonale, su cui il verso positivo può ancora 
essere scelto a piacimento (in corrispondenza al doppio segno di g). 
Note, in funzione del posto, le X;, se ne traggono gli elementi reci- 
proci X' e quindi, in base alle [1], una congruenza di linee che tagliano 
ortogonalmente le superficie di un’assegnata famiglia. Viceversa, data 
a priori una congruenza di linee, mediante i suoi momenti A; (da con-. 
siderarsi come funzioni assegnate del posto), affinchè le linee della 
congruenza si possano risguardare come traiettorie ortogonali di una 
famiglia di superficie f = cost, occorre che le derivate della (a priori 
incognita) funzione f(@,,%,, ...,&,) verifichino le [5], designando gp un 
fattore non nullo, ma a prîorî indeterminato. Una tale f non sempre 
esiste, anzi abbiamo già visto (Cap. II, $ 7) che le condizioni neces- 
sarie e sufficienti perchè esista (le [23] del detto Cap.) sono 


Xx; (i _ CA) + X; (0 > 24) +X (L — do.) =0 | 
0Xk 0%; 0%; 0%k 0%; d%Xi 











| [6] 
(i,j,k=1,2,...,) \ 


(dove si deve ora assumere X;=,, X;=;, Xx =). Di queste sol- 
tanto una parte — per es., quelle in cui l’indice % ha il valore 
fisso n (le [20] del citato capitolo) — sono distinte, le rimanenti 
risultandone conseguenza necessaria. 


$ 2. — ENNUPLE DI CONGRUENZE. CARATTERIZZAZIONE DI UN 
VETTORE MEDIANTE # INVARIANTI. — Consideriamo ora, in una V, 
generica, n congruenze di linee: in ogni punto saranno così fissate n 
direzioni A,, X,, + + .+ An. Noi supporremo inoltre che queste direzioni siano 
due a due ortogonali, e diremo allora di aver fissato nella V, una 
ennupla di congruenze ortogonali. 

I parametri e i momenti di queste congruenze avranno, natu- 
ralmente, due indici, di cui il primo rappresenta il numero d’or- 
dine della congruenza: diremo congruenza (kh) quella di parametri 


1 2 n . . . «0» . . . ° 
xa, 1005, € di cui quindi i momenti sono gli elementi reci- 
(7 (i 


proci %|1) dr12;- - «3 Arin (rispetto al ds? della varietà). 
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Alle solite identità quadratiche si aggiungono qui le condizioni 
di ortogonalità delle congruenze: le une e le altre si compendiano 
nella formula 


Sa = 3 (h,k=1,2,...,), [7] 
1 


la quale, se 4 = Kk, è la solita relazione tra parametri e momenti, e 
se h=|=k, esprime l’ortogonalità delle direzioni A, e Xx, cioè delle 
congruenze (k) e (K). 

Le [7] esprimono altresì la circostanza essenziale che glì n? para- 
metri L di un’ennupla ortogonale sono complessivamente gli elementi 


reciproci (in senso algebrico) degli n° momenti Mi della stessa ennu- 
pla, e inversamente (cfr. Cap. IV, $ 6). Valgono quindi, assieme alle [7], 
le formule equivalenti 


Si Ami = 3° (3g [7°) 
: O 


Da queste, moltiplicando per a; e sommando rispetto a j, seguono 
le notevoli espressioni 


n 


Qin = Din daxi Make (é,k=1,2,...,%) [7°] 
1 


dei coefficienti del ds? mediante ì momenti di una qualsiasi ennupla 
ortogonale. Analogamente si ricava, moltiplicando le stesse [7'] per 
a, sommando rispetto ad è e riponendo poi i per j, 


a'= Di, x (i,k=1,2,...,). [7] 
1 


Un vettore R della nostra V, è determinato, come sappiamo, 
dalle sue componenti covarianti È; o contravarianti E‘: quando però 
in V, è fissata una ennupla di congruenze, si può anche individuare 
il vettore per mezzo delle sue » proiezioni sulle direzioni della ennupla 
stessa, nel punto in cui si considera il vettore. La proiezione di R 
nella direzione A, è, per definizione, l’invariante 


e,=RX Mm 





ng a 


che è suscettibile delle due espressioni equivalenti 


Ch = Di RM pi ’ [8] 
1 
= SR. [9] 


Così il vettore R resta caratterizzato dagli n invarianti c;: se da 
questi si vogliono ricavare, in un dato sistema di riferimento, le 
componenti covarianti o contravarianti, basta risolvere le [8] o 
le [9], il che dà (in base alle [7]), 


fa | (8) 
n ’ 
MEZ, Ch {i è [97] 


Se in particolare il vettore R è il gradiente di un invariante f 
(cioè se le &, sono le derivate f; della f rispetto alle x;) allora gli 
invarianti e, assumono il significato di derivate della f nelle direzioni 
della congruenza (derivate intrinseche). Infatti, chiamiamo s, la lun- 
ghezza dell’arco di una delle linee della congruenza (4), contato da 
un’origine arbitraria: spostandosi di ds, lungo questa direzione, la 
f aumenta di 


n 
df = Z;fi da; ’ 


essendo dx; i differenziali spettanti al detto spostamento. 
Dividendo questa quantità per ds, si otterrà, per definizione, la 


derivata di della f nella direzione della congruenza (4); ricordando 
08, 
che da si x , si ha dunque 
ds, ° 
bi i 
I 5.fx, [10] 
08, 1 


formula corrispondente alla [9]. Risolvendola, si ha la formula cor- 
rispondente alla [9] 


[10°] 
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e, passando agli elementi reciproci, anche 


x. [1077] 


che corrisponde alla [8°]. 

In generale, sarebbe facile dimostrare che, quando è fissata una 
ennupla di congruenze, un tensore di rango m si può caratteriz- 
zare mediante n” invarianti, anzichè per mezzo di altrettante com- 
ponenti covarianti, contravarianti o miste, in modo del tutto ana- 
logo a quello con cui abbiamo caratterizzato un vettore per mezzo 
di » invarianti. Ciò permette di semplificare lo studio di talune 
questioni, donde l’opportunità di approfondire un poco le conside- 
razioni sulle ennuple di congruenze. 


$ 3. — DEFINIZIONE GEOMETRICA DEI COEFFICIENTI DI ROTAZIONE 
DEL Ricci. — A tal uopo conviene introdurre un sistema di inva- 
rianti differenziali intimamente legato alla ennupla di congruenze. 
Vi giungeremo speditamente nel modo seguente. 

Consideriamo due punti vicinissimi P e P‘, della V,: in ciascuno 
di essi le linee delle n congruenze determinano una piramide {gene- 
ralizzazione del concetto di triedro) di direzioni mutuamente orto- 
gonali. Se 2,,...,4, sono le n direzioni spiccate da P, chiameremo 
x — i, + è’ IEEE? x = + ò' I, quelle spiccate da P’, e diremo che 
si passa dalle prime alle seconde per trasporto locale, cioè secondo la 
legge, previamente fissata, che regola l'andamento delle «"—1 linee 
dell’ennupla. Ma si può anche trasportare la piramide di direzioni, 
da P in P' per parallelismo: si otterranno allora in P’ » direzioni 
mutuamente ortogonali x° = + 3a, dea) n° =, + da, non coin- 
cidenti, in generale, con quelle ottenute per trasporto locale. Si 
avranno così in P’ due piramidi infinitamente vicine tra loro, perchè 
entrambe infinitamente vicine all’ennupla A,, A) +.3 An. Ciò implica 
in particolare che la 7esim® direzione dell’una forma un angolo infi- 
nitesimo con la ;esima direzione dell’altra, e un angolo vicinissimo 


a s con le rimanenti n — 1 direzioni dell’altra. Vogliamo studiare 


questi divari infinitesimi. 
A tal uopo, consideriamo due direzioni 4,, da della piramide 
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spiccata da P: eventualmente, esse possono coincidere (4 = Kk), altri- 
menti sono ortogonali, talchè si avrà 


A R 
COSA, = è . 
I 


Trasportiamole in P', la prima per trasporto locale, la seconda 
per parallelismo, sì che la prima verrà a coincidere con Di la seconda 


con di calcoliamo di quanto si altera nel trasporto il coseno del 


loro angolo, cioè calcoliamo la quantità 


A 
A Ù * A 
ò CCS Ax A, = COS i, ,, — COSMA. 
eh 


Questa è infinitesima come la distanza ds fra Pe P', e la seri- 
veremo perciò sotto la forma p,x ds: così pa; ci esprimerà in certo 
modo la rapidità con cui si altera il coseno considerato, spostan- 
dosi nella direzione PP'. Per calcolarla, prendiamo le mosse dalla 


formula 


A n i 
cos Ma = Zid id, 
" ; 


e differenziamola, ricordando che su X,,; si deve operare col simbolo 
U ». 

3’ (trasporto locale) e su X, col simbolo 3* (trasporto per paral- 

lelismo). Avremo 


A n Ù 1 
Pra ds = è cC08),2, = Si; (8 Mii» LAI + Mm; 94 x) . (11) 
1 h pi 


D’altra parte si ha dall’ordinaria regola del calcolo differen- 
ziale, èx; designando gli incrementi delle coordinate da P a P', 


e dalla legge del parallelismo 


n 
pa Ng 
ho ali) * 

1 
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Sostituendo nella [11] si trova 


CLS Î i 





i 
ij À, 


Pra ds = 2 


n ì I) l 
da; = Zi Mili Hi . À, dx; . 
j 1 Ù 


Nella seconda sommatoria si scambino fra loro gli indici è ed 
t, il che farà figurare anche in questa sommatoria il fattore à, dx; , 


come nella prima. Potremo allora scrivere 


1 


î dti ga i 
Pu ds = 3i,; o lag È deal N, 3%; . 


0%; 1 


ossia, ricordando la [5] del Cap. VI, 
n ì ? 
Pr d8 = 2; dii dr dx; . [11°] 


Giova indicare con 
Ei — da; 
ds 
i parametri della direzione PP’, e allora avremo 


n 6 . P 
Pun Z:, Mii LA E ’ [11 ] 


formula valida per una direzione qualunque. 

Giova rilevare che le p,:, in base alla originaria definizione [11], 
cambiano di segno quando si scambiano i due indici. Ciò si verifica 
senza difficoltà, sia in base all’espressione finale [11”] ove si risalga 
alla [7] e si derivi covariantemente; sia, in modo più geometrico, 
tenendo conto che, nè per trasporto locale, nè per parallelismo, si 


. . A i 
altera un qualsiasi cos 7,4, talchè valgono le formule 


ò (£. Mi) =0 ’ d* (>. Mud) =0. 
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Eseguendo le differenziazioni e valendosene per trasformare il 
secondo membro della [11], si ricava 


n i i 
Pra ds = — Si; Par dò ALP d*A,; ) . 
n 3 


A C . 
D'altra parte, siccome a cos 2, si può anche attribuire l’espres- 


n i . 
sione X,,%1:, la [11] stessa equivale a 
DE 


n» 


Pur ds => I; (* N dii + a d* Me.) : 
1 : 


Scambiandovi 4 con % e sommando con la precedente, risulta 
l’annunciata identità 


Pn: + pin = 0 (hGk=1,2,...,n). [12] 


Esaminiamo ora il caso in cui la direzione di spostamento coin- 


I esima 


cide con una di quelle dell’ennupla, per es. con la . Avremo 


allora 


; i 
Ei sent , ’ 


e, indicando con ym il valore di pr; in questo caso particolare (cioè 


la rapidità di variazione di cos TU in uno spostamento nella dire- 
zione di X,, nel quale a X, si applichi il trasporto locale, e a M quello 
parallelo) avremo dalla [11'] 


n i. _ 
Yad = Liar XA (h,k,1=1,2,...,%). (13) 


Le quantità y furono introdotte dal Ricci e da lui designate 
coefficienti di rotazione dell’ennupla. Esse godono di notevoli pro- 
prietà. 
Intanto, sono degli invarianti, come risulta dalla {13}, in virtù 
della legge di saturazione degli indici. Inoltre si ha, come caso par- 
ticolare della [12], 


Yuna + Yan = (h,k,t=1,2,...3 n) [14] 
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che, per % = A, si riduce a 
Ann = 0 . [15] 


Della [14] si può anche dare una verificazione formale diretta, 
come già accennammo più generalmente a proposito delle p. Basta 
prendere le mosse dalle identità [7], derivando covariantemente: 
avremo (ricordando il $6 del Cap. VI) 


n i n i 
Saia, + SM, = 0. 
1 v dè 1 h 
Moltiplicando poi perX, e sommando rispetto a }j da 1 a n, 
risulta 
n i .Î n i i 
Tipi, DR, + Sidi X, = 0 
1 Po 1 i 
ossia appunto 
Yak + Yin = 0. 
Gli invarianti y, dipendendo da tre indici, sono a priori in nu- 
2 
mero di n°; ma tra essi passano le Atl) relazioni [14] di emi- 


simmetria. Ve ne ha dunque (al più) 


n° (n 41) = n° (n_- 1) 


2 2 


ni — 


algebricamente distinti. 

Il minuendo n° è uguale al numero delle derivate 2,,,, delle 
),,,x3 il sottraendo a quello delle relazioni scritte sopra che proven- 
gono dalla derivazione delle [7] e legano fra loro queste derivate. 
Potremo in conformità esprimere le X,},, in funzione delle X,,, €@ 
delle y, risolvendo le [13]. Per ciò, si moltiplica la generica [12] per 
2:12 d17, © si somma rispetto a & ed /. Risulta 


n n n | n ; 

. Ù J ; 

Tg Yak di Mi > Dip davij LD di LX Mj 
1 1 P) 1 h 1! ‘4 


5 da pig dd 
=; he |09 "eat; 


ni À, vo! ’ 
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ossia, sostituendo infine # e j' con è e j, 
n 
Ma ij = Zu Yak Di |i My è {16] 


Di qui apparisce che, per studiare le proprietà differenziali 
(dipendenti cioè dal modo di variare delle X) delle linee delle nostre 
congruenze, basterà fissare l’attenzione sugli invarianti y, mercè cui 
sì esprimono tutte le derivate delle 2. 

Il significato geometrico delle y, che già abbiamo illustrato, 
diviene poi particolarmente espressivo nel caso dello spazio ordinario, 
In tal caso le tre congruenze definiscono in ogni punto una terna di 
direzioni ortogonali, e Ps») Pa;;} Py, NOn sono altro che le componenti 
di un vettore tale, che ds è la rotazione elementare che subisce 
la terna nel trasporto locale da Pa P' ('). 

Tornando al caso generale, segnalerò ancora una memoria della 
sig."® CARPANESE (°), dove si studia il parallelismo in relazione ad 
un’ennupla assegnata. 


$ 4. — FORMULA DI COMMUTAZIONE DELLE DERIVATE SECONDO 
GLI ARCHI. — Gli invarianti y intervengono in un’altra formula 
importante, che ora stabiliremo. 

Vogliamo confrontare le due derivate seconde 


dA dA, 
0Sk 08, OSn 0Sk 


troveremo che esse non sono uguali, ma son legate da una relazione 
più complessa, involgente anche le derivate prime e le y. 
" % 3 x . . ; dî _. 
Si ha in primo luogo dalla [10], derivando l’invariante -- rispetto 
08h 
ad x; ed applicando al secondo membro la regola di derivazione del 
Cap. V, $ 6, 


‘ n n 
da > Fmi + ) x fa . 
0%; 08h —i _i 


(1) Cfr. per es. Levi-Civira e AmaupI, Lezioni di Meccanica Razionale, Bologna: 


Zanichelli, 1928, pag. 178. i 
(2) Parallelismo e curvatura în una varietà qualunque, Annali di Mat., T. XXVIII, 


1919, pp. 147-169. 





19. — T. LEVviI-CIVITA, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. 
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Introduciamo nel primo termine, al posto di f‘, la sua espressione 
fornita dalle [10"] (assumendovi / anzichè % per indice di somma- 
toria) e moltiplichiamo entrambii membri per È; sommando rispetto aj. 

Risulta 


n n 

DI È) 
) Mi di; = ) “ii \ KA: 
x j 0%; 08h ° ijl 68, diemzmaÎ 


Il primo aa per la definizione [10] di derivata intrinseca, 


0 6f 


non è altro che — — ; il primo termine del secondo, in base alla 
0Sk 08, 


definizione [13] degli invarianti y, si riduce a 


J Ch ia J via È AE 


Risulta dunque 


n n 
è di 0 td 
LOL ABI ) al) + ) fg, 
0Sk 08h — 08 ij 


diem) 
1 


Per avere l’altra derivata seconda, basta scambiare material- 
mente le lettere 4% e X, il che dà 


: CD n 

tl ii 

CCIE > Yu J "ù Fi, 
ÈSn 08k n! 08, î ij 


Ora facciamo la differenza, notando che le seconde sommatorie 
si elidono, poichè uno scambio materiale degli indici è e j ricon- 
durrebbe subito l’una a identificarsi con l’altra. Si conclude 


n 
) Ò, i] Ere, 
2 Cl) ail a E Di (ri = ta) . (17] 
OSk 08n 08h 08% _l 08, 


È questa la formula di commutazione alla quale volevamo 
arrivare. 
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$ 5. — CASO IN CUI UNA DELLE CONGRUENZE DELL’ENNUPLA È 
GEODETICA. — Supponiamo che una delle congruenze dell’ennupla 
sia geodetica (cfr. $ 1): potremo sempre supporre, senza diminuire la 
generalità, che questa sia la (n). Ci proponiamo di trovare quale par- 
ticolarità presentano in tal caso i coefficienti di rotazione v. 

Basterà applicare le [2'] che ci forniscono le seguenti relazioni, 
per gli elementi della direzione X,: 


S,ainX, = 0 (i=1,2,...,2) . [18] 
pes de 


Moltiplichiamo per N , e sommiamo rispetto a è: ricordando 
(7 


la formula di definizione delle y, troviamo 


Yuan = 0 (h = 1,2, --.3 N), [18°] 


equivalenti alle [18], come si potrebbe verificare moltiplicando per 
Àn|i, sommando rispetto all'indice h e badando alle [16]. . 

Le n equazioni [18°] hanno carattere invariantivo non solo di 
fronte a tutti i possibili cambiamenti di coordinate, ma anche di fronte 
a qualsiasi cambiamento delle n — 1 congruenze (1), (2),..., (n—1), 
che formano con (n) un’ennupla ortogonale: infatti, per stabilire 
le equazioni [18] non si è dovuta fare nessuna ipotesi particolare sulla 
scelta di tali n — 1 congruenze. 

In particolare, se lo spazio è euclideo, le [18'] ci danno la carat- 
terizzazione intrinseca delle congruenze rettilinee. 


$ 6. — CURVATURA GEODETICA DI UNA DELLE CONGRUENZE DEI- 
L’ENNUPLA. — Tornando al caso che la (n) sia una congruenza ge- 
nerica, vogliamo mostrare che gli n invarianti Ynan (&= 1,2,...,%) 
hanno un’espressiva interpretazione geometrica. Si ricordi a tal uopo 
che il primo membro della [2°], che abbiamo denotato con pz, non 
è altro che una componente covariante della curvatura geodetica p 
(Cap. V, $ 25). 

Se la congruenza che si considera è la (n), possiamo dunque 
scrivere 


n 
Pr 3 È, Anixtd, . 
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Ora, il vettore p, conformemente a quanto si è detto al $2, si 
può rappresentare per mezzo degli n invarianti 


ci ta 
eu= E, Pad, ; 


che ne forniscono le proiezioni ortogonali sulle linee dell’ennupla. 
Effettuando questa operazione sull’espressione di px data testè, 
sì trova 


Ch = Ynhn * 


si vede da ciò che gli invarianti Yan (h = 1,2,...,%) rappresentano 
le proiezioni ortogonali sulle linee dell’ennupla del vettore curvatura 
geodetica della congruenza (#). 


$7.-— CASO IN CUI UNA DELLE CONGRUENZE DELL’ENNUPLA È 
NORMALE. NORMALITÀ COMPLETA. RELAZIONI DIFFERENZIALI VERIFI- 
CATE IN OGNI CASO DALLE Y. — Supponiamo che la (n) sia una 
congruenza normale. Sappiamo che l’equivalente condizione analitica 
è data dalle [6] dove basta assumere X; = X,1;. Si ha così 


ail (Ani — nisi) + ri (Ani ni da ki) + dn 13 (dniki = dai ik) = 0 | [19] 
(i,j,k,=1,2,...,) \ 


. . . A w fe i A 
Ora si moltiplichi questa equazione per X, |. X PR: dove k' e è 
pi nji 
sono due nuovi indici scelti fra 1,2,...,n—1,e si sommi rispetto 
aiekda 1 a n: ricordando la [13], si ottiene 


da 13 (Valdi — Amir) =0. [19'] 
Siccome, j essendo qualunque, si può sempre scegliere tale che 

dn j =|= 0, se ne trae 
Yuki = Ynik (i,k=1,2,...,n_-1), [20] 
dove si è scritto è, % in luogo di #’, k'. Reciprocamente, se sono 
verificate le [20], ne risultano le [19] e quindi anche le [19} come 


necessaria conseguenza. Le [20] costituiscono pertanto la condi- 
zione richiesta. 
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Non è privo di interesse il ritrovarla anche per altra via, pren- 
dendo le mosse dall’osservazione che, se le X,;; devono essere pro- 


: ; è Î 4: ; ; 
porzionali alle derivate dd di una stessa funzione, queste derivate 
Li 


potranno essere sostituite nelle condizioni di ortogonalità 


Zini}, =0 (h=1,2,..., n), 


talchè la ipotetica funzione f dovrà verificare il sistema lineare di 
equazioni a derivate parziali 


n 
> x T_o0 (h=1.2,...,0-1). 
i” 9%: 


1 


Reciprocamente, se esiste una funzione f che verifica le n. — 1 
equazioni ora scritte, le sue derivate devono risultare proporzio- 


nali alle X,,;- 
Perciò le condizioni di cui si tratta sono le stesse che sono neces- 


sarie e sufficienti perchè le dette n — 1 equazioni costituiscano un 
sistema completo (cîr. Cap. III, $ 9). Per uniformarci alle notazioni 
del cit. Cap., introduciamo gli operatori lineari 


n 


= a (h=1,2,...,n—1) 
- i xi 


non senza rilevare che, in base alle [10] del $ 2, tali operatori coin- 


cidono colle derivate SCA rapporto agli archi. Avendo in conformità 
Sn ; 


il sistema 


Xf = (h=1,2,...,n—1), 


dovremo esprimere che per h,k = 1,2,....n-—1]1e parentesi di Poisson 


(Ln, ’ X)f= X, Xf _— XK Xrf 


sono combinazioni lineari delle X,f. 


= di 
Ora si ha, ripetendo materialmente il caicolo del $ 4, o meglio, 


DE ; .è 0 
richiamando senz’altro la espressione di — dL 
i 08h 08 
n OSk 


n n 
è 0d of (RFU E 
X,Kf= — dia ) Yuh I E > Fi, x, . 
08h 08k gni 08; _i 


Scambiando 4% e %, e sottraendo, la seconda sommatoria scom- 
pare. Nella prima conviene scrivere a parte il termine corrispon- 
dente al valore n dell’indice , e riporre X,f in luogo que. Si 

08, 
ottiene così 
n—_ 1 
of 
(X,,Xx)f = (vana — Yun) Arf + (Yuki — Yue) > 


I Sn 
1 


Questa deve ridursi a una combinazione lineare delle X, f 
(2=1,2,...,n—1) I 


Siccome af è indipendente dalle X,, ciò richiede che si annulli, in 
0Sn 
gnuna delle parentesi testè esplicitate, cioè per 4, k = 1, 2,...,.Nn_-1, 
of 


coefficiente di 
08h 


Si è dunque ricondotti alle [20]. 
Si osservi che, se tutte le congruenze dell’ennupla sono normali, 
leycon tre indici distinti sono tutte nulle. Infatti, scelti tre indici 


“i, h, k, diversi fra loro, si possono in tal caso scrivere le seguenti 
identità 


Yihk =" Yikh 4 
Yhki 3 Yhik , 


Ylih =" Ykhi 4 


e sommando le prime due, e sottraendo la terza, si ottiene, tenendo 
presente l’emisimmetria rispetto ai primi due indici, 


Yihk =  Yihk » 
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ossia appunto 


Yin = 0 (î, h,k,=1,2,..., n), 


per ogni terna di indici distinti. 
Ove si ponga 


n 


Vij, Ù Li - Yijk + 
ij,hk TO YVijakT — VYijk ì 
3 ds, uh 38, dj ; 


1 


Yisl (Yak Yu) + YukYun — YUhn Ylk ’ 


nn 


si ha tosto, per definizione e per l’emisimmetria dei coefficienti di 
rotazione y, rispetto ai primi due indici, 


Vij.hk 3 T Vij.kh > Yiphk = TT Yiji,hk - 
Aggiungo, senza dimostrarlo, che sussistono le identità cicliche 
Yij,ak + Yihki + Yingn = 0; 
da cui segue ulteriormente 
Yij.hk 3 Yhkyij (è, Ì, h, k=1 , 2 30003) n). 


Il Ricci stabilì tutto ciò fin dal 1895, appoggiandosi, per quanto 
concerne le y a quattro indici, sulle analoghe proprietà dei simboli di 
Riemann di 1% specie (Cap. VII, $ 4). Una deduzione particolarmente 
semplice e diretta è stata recentemente indicata dal sig. DEI (1). 


$ 8. — SISTEMA CANONICO RISPETTO A UNA CONGRUENZA DATA. — 
In molte questioni figura fra i dati del problema, o è strettamente 
legata ad essi, una congruenza di linee. Per trattare questi pro- 
blemi, giova spesso associare alla data altre n —1 congruenze, orto- 
gonali fra loro e con quella, sì da poter considerare la congruenza 
data come la n®i»® di una ennupla. La scelta delle n — 1 congruenze 
ausiliarie è a priori arbitraria; sicchè in molti casi conviene sfruttare 
questa arbitrarietà per introdurre qualche semplificazione. Ciò è pos- 
sibile, come ora vedremo; e la conclusione è che, data una congruenza 


(1) Sulle relazioni differenziati che legano i coefficienti di rotazione del Ricci, Rend. 
della R. Acc. dei Lincei, vol. XXXII (1° sem. 1928,, pp. 474-479. 
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qualsiasi, esiste sempre almeno un modo di scegliere le altre x — 1, 
in maniera che siano verificate le relazioni 


Yui + Yu =0 (k==1k,1=1,2,...,%—1). [21] 


Il sistema (o uno qualunque dei sistemi) di n — 1 congruenze che 
presenta questa particolarità si chiama sistema canonico rispetto alla 
congruenza data, 

Per dimostrarne l’esistenza, associamo alla congruenza data un 
sistema, per ora qualunque, di altre n — 1 congruenze ortogonali, e 
fissiamo l’attenzione su un punto P, generico, della varietà; chia- 
miamo per brevità & la piramide delle n — 1 direzioni X,, },; ...3à,_1 
spiccate da P, ortogonali fra loro e alla X,. Immaginiamo di far ruotare 
questa piramide intorno alla direzione ),, con che vogliamo dire, 
che passiamo dalla piramide & a un’altra &, formata di altre n — 1 


, 


direzioni di ,---,À, x? Pure spiccate da P, e ortogonali fra loro e 


alla X,. Vogliamo, se possibile, determinare la rotazione in modo 
che in seguito ad essa riescano verificate le [21]. A tal uopo pren- 


deremo le mosse dalle relazioni che legano le 0 alle ),, e che tra- 


ducono analiticamente l’accennata rotazione. 
Sia cr (h,k = 1,2,...,n—1,n) il coseno dell’angolo for- 


mato dalle direzioni è, e X,. Naturalmente, se uno solo dei due in- 


dici X, h coincide con n (essendo = 2) l’a corrispondente è zero 
(angoto essendo L) mentre «,, = 1. In formule 

| nn = Cnn = 0 (h,k=1,2,...n—1); 

Il ann ==" 1. 


Si ha comunque per definizione 


SX. = k (h,k=1,2,...,n), 


e quindi, moltiplicando per X,,; e sommando rispetto ad è, 


’ 


n 
nre D En tdi È 
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Ove si ritenga % limitato ai valori 1, 2, ..., n—1 con che 
nz = 0, la sommatoria del 2° membro si può mandare soltanto fino 
ad n — 1, scrivendo in conformità 


’ N= 1 


LI = Tn, ; (kK=1,2,...,n—-1), [22] 


bi 


cioè i momenti di 4’ sono legati a quelli di & da una sostituzione 
lineare, come era da prevedersi: le x,, sono i coefficienti di tale sosti- 
tuzione. È pure da prevedere che si tratti di sostituzione ortogonale. 
Per verificarlo, basta riportarsi alle identità [7], le quali, fattovi 
in particolare X =, danno 


2 


n 
Ta Wi (Î=1,2,...,N). 
1 


I secondi membri a; dipendono dalle coordinate di riferimento, ma 
non dalla scelta delle congruenze associate alla (n). 

Essendo, per # == ,,,, = 0, ne segue che (per qualsiasi î) 
l’espressione 


n_1, 


Zan, 


è invariante di fronte alle rotazioni della piramide è, e quindi 
la sostituzione definita dalle « è ortogonale. Si tratta ora di disporre 
della suddetta sostituzione ortogonale d’ordine n — 1 in modo da 
rendere soddisfatte le [21]. i i 

A. tal uopo prendiamo le mosse dalla [16] da cui scende in 
particolare 


n 
mig = Tg Yalta i Mg (i, j=1,2,..,n—1). 
1 


I termini della sommatoria, nei quali si fa X = n, sono nulli, 
in virtù di [15]: quelli in cui = n si possono mettere in evidenza, 
scrivendo 


n_-1 n 


An vid = Ha Yuket a ;iDatj + dati Dx Yuknda1i + 
1 1 
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L’ultima sommatoria si trasforma opportunamente, introdu- 
cendovi per Yrn l’espressione data dalla [13]: si ha allora succes- 
sivamente 


n n 
vi 
2, Ynkn da |i = Tra dn 1p4 di, ,, dai 
n 
1 
= Zu mpg dn È, 


i dn ig x 


Possiamo dunque scrivere 


n—-1 


dn ij = Farra ha doy + day È, dn ig d (o 


Ora, è da osservare in questa formula che il primo membro, 
e l’ultima parte del secondo dipendono dai parametri e dai momenti 
della sola direzione X, mentre non dipendono dalle altre n —1 dire- 
zioni associate: altrettanto dovrà dunque dirsi della parte restante, 
cioè della sommatoria 


n_-1 


Tutti) (î,j=1,2,...,n—1). [23] 


Possiamo quindi concludere che queste espressioni sono inva- 
rianti di fronte a qualsiasi rotazione della piramide é@. 

Delle (n — 1)? forme quadratiche che rientrano nella formula [23] 
e che si ottengono scegliendo in tuttii modi possibili gli indici ? e j, 
a noi interessa una qualunque di quelle, in cui è = j. Fissato una 
volta per tutte l’indice i, e posto per brevità 


A. =% (r=1,2,...,n—1), 


la forma quadratica corrispondente si scrive 


n_-1 


2 sr Yak Za & = } Di ra (Ynkt + Yalk) %4 81 - [23'] 
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In questa il coefficiente del prodotto 2,2, è Yaa + Ynk, cioè il 
primo membro di [21]. Se vogliamo soddisfare le [21], dovremo, per 
mezzo della sostituzione ortogonale [22], che seriveremo 


’ n_1 i 
&.. Sol Si; Xn En 9 [22°] 
rendere nulli tutti i coefficienti dei termini in 222,, con K=|=l: ciò 


significa ridurre la forma quadratica invariante [23'] alla forma canonica 


n_1 


S,0a8; [23”; 
1 


per mezzo di una sostituzione ortogonale. Tale problema algebrico è 

sempre solubile. Nel caso di n — 1 = 2 0 3, esso corrisponde alla ricerca 

degli assi di una conica o di una quadrica, ed è trattato in geometria 

analitica. Nel caso generale, la teoria conduce al risultato seguente. 
Si consideri l’equazione 


+ (Yoda + Yak) — 3, pi=.0 [24] 


che è di grado n—1 nell’incognita gp, e si chiama equazione secolare. 
Le sue n— 1 radici sono sempre reali (s’intende che supponiamo 
reali le Ya) e forniscono gli n — 1 coefficienti px della forma cano- 
nica 123”] ('). 

Si può dunque sempre scegliere, in ogni punto P, la piramide è e 
quindi il sistema delle n—-1 congruenze (1), (2),...,(h—1)in modo da 
soddisfare le [21]: esiste cioè sempre almeno un sistema canonico 
rispetto a una congruenza data. Se le n — 1 radici della [24] sono tutte 
distinte, il sistema canonico è determinato in modo unico; se esse 
sono tutte eguali tra loro, qualunque sistema di n — 1 congruenze 
ortogonali fra loro e alla (n) soddisfa le [21] e può chiamarsi quindi 
canonico. Nel caso generale che le radici distinte siano 


p (<p<n-1) 


(1) Per le dimostrazioni ofr. per es. L. BrancuI, Lezioni di Geometria Analitica (Pisa: 
Spoerri, 1915), Appendice. 
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restano arbitrari 


nelle 

coefficienti della sostituzione ortogonale, e quindi vi sono «0 -1-» 
sistemi canonici. 

$9. — CONGRUENZE DI RETTE NELLO SPAZIO EUCLIDEO. SIGNIFI- 


CATO GEOMETRICO DEL SISTEMA CANONICO. — Nello spazio ordinario 
(cioè euclideo a tre dimensioni) hanno particolare importanza le con- 
gruenze di rette, il cui studio si presenta spontaneo in varie que- 
stioni di ottica geometrica, poichè i raggi di un fascio di luce (in un” 
mezzo omogeneo) formano appunto una congruenza rettilinea. 

Ci occuperemo ora di una proprietà geometrica di tali congruenze, 
che si mostrerà poi legata alle considerazioni del $ precedente: anzi 
— poichè ciò non porta alcuna maggiore complicazione — tratte- 
remo delle congruenze di rette in uno spazio euclideo in un numero 
qualunque n di dimensioni. 

Si consideri un punto generico P, e sia r il raggio, passante per 
esso, della data congruenza rettilinea: sia y l’iperpiano (piano se si 
tratta di spazio ordinario) perpendicolare a » in P. Spostiamoci, in y, di 
un segmento infinitesimo PP' = e in una direzione qualunque: per P' 
passerà un altro raggio r della congruenza. In generale, i due raggi 
red + sono sghembi: se, per una particolare direzione dello sposta- 
mento PP’, avviene che essi appartengono a un medesimo piano, cioè 
che si incontrano o sono paralleli (più precisamente che la loro minima 


x 


distanza è un infinitesimo d’ordine superiore a e), si dice che quella 
è una direzione focale. Dimostreremo ora che esistono, in generale, 
n — 1 direzioni focali (che possono essere, eventualmente, in tutto 
o in parte, immaginarie o coincidenti o indeterminate): indicheremo 
poi un notevole caso particolare in cui queste direzioni coincidono 
con quelle del sistema canonico. 

Sia dunque PP’ una direzione focale: esisterà un punto € (even- 
tualmente a distanza infinita) comune a r e ad 7°. Chiamiamo Do la 

(6) 

lunghezza CP (con che il caso particolare che i due raggi siano 
paralleli si avrà al limite per ® = 0), e riferiamoci a n assi carte- 
siani ortogonali y, (v=1, 2, ..., n). Siano X,,y i coseni della dire- 
zione n (cioè i suoi parametri o momenti, chè nello spazio euclideo 
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à = X°). La proiezione sull’asse y, del segmento CP sarà allora 


+ Ca n 


data da i à;iy @ quella di C P' sarà 
% 
1 1 
dniy + dd È iv), 
G) (63) 


mentre la proiezione di PP' è dy,. Se dunque scriviamo che questa 
ultima è la differenza delle altre due (in quanto PP' è il lato di 
chiusa del triangolo CPP’) abbiamo 





x 


5.11 
dy,=d o hiv) ’ 
(09) 
da cui 


dy, SO, + » din v 
(O) (O) 


Ora vogliamo impiegare i metodi del calcolo assoluto: conviene 
perciò associare alla congruenza data altre n — 1 congruenze, orto- 
gonali ad essa e fra loro, che distingueremo cogli indici 1,2,..., n — 1. 
Per introdurre in conformità, accanto alle proiezioni sugli assi, quelle 
sulla ennupla di congruenze ora definita, dovremo moltiplicare 


l’ultima equazione per Do (h == 1,2,..., n) e sommare rispetto a v. 
Facciamo dapprima 4» = n: la proiezione di PP’ sulla direzione n è 
nulla, in quanto PP' appartiene per ipotesi all’iperpiano y; quindi 
il primo membro darà zero; d’altra parte 


n 


di a Dn y = 0 
1 


in conseguenza dell’identità 


n v 
Z,%, My = 1: 


si ottiene quindi in definitiva 
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che esprime il fatto, evidente a priori, che CP =lP' (beninteso, , 
a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo). Facendo 
invece A = 1,2,...,n— 1, e indicando con e, la proiezione di PP' 
sulla direzione 4, si trova 


1 n 
Ex ri a ev din tv {h = 1,2, -.gn—- 1) 
1 


Sviluppiamo ora dA,|y, tenendo presente che, essendo nulli i sim- 
boli di Christoffel, alle derivate ordinarie possiamo sostituire senza 
altro quelle covarianti, e che inoltre, essendo 1,2, ...,€,-1 le 
proiezioni di PP’ sulle direzioni dell’ennupla e dy, (XK =1,2,..., ) 
quelle sugli assi, si ha 


nae1 


hi 
dyx = È, €; A, . 
1 


L’ultima formula diviene così 


Ne 1 


1% v k 
€37 alii à, Àn IVA 3, €; ; ’ 
O 1 1 


ossia 


n_1 n v_R 
E, = PSE CHEN dn vk A, ), . 
1 1 


Ricordando la definizione delle y si ha il sistema di n— 1 equa- 
zioni 


n_1 


Oea= 6 Yan (h=1,2,...,n—1) [25] 
1 


che possiamo anche scrivere 


n—_ 1 


ST; (Yuri è o); = (h=1,2,...,n—-1). [25/] 
1 


Questo sistema lineare ed omogeneo deve servirci a individuare 
(se esistono) le direzioni focali PP’ nell’iperpiano y, caratterizzandone 
le proiezioni e, ,€,,-..,€n--1 sulle direzioni ortogonali 1,2,...,n—-1, 
che abbiamo associato al raggio 7. 
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Affinchè il sistema [25] possa ammettere soluzioni e non tutte 
nulle, è necessario e sufficiente che si annulli il determinante dei 
coefficienti, cioè che © verifichi la equazione di grado n — 1 


Iva 8 01=0 (h,j=1,2,...,6h—1). [26] 


Ad ogni radice © corrisponde almeno un sistema di valori per 
le e cioè almeno una direzione focale PP’. Ve ne ha dunque, in gene- 
rale, n — 1, che possono però essere, come le corrispondenti radici 
della [26], reali, immaginarie, distinte o coincidenti; od anche (nel 
caso di radici multiple) essere suscettibili di infinite determinazioni. 

Infatti le proprietà della equazione secolare, richiamate nel 
precedente $, valgono per determinanti simmetrici tipo [24], mentre 
tale non è in generale il primo membro della [26]. Vi è per altro una 
‘ importante categoria di congruenze, in cui questa circostanza si 
presenta. Fissiamo intanto sopra di esse la nostra attenzione. 


Congruenze normali di raggi. — Se la nostra (n) è normale, 
sarà ($ 7) 


Yuhj  Ynjh (hj=1,2,....n_1) 


Si può allora sostituire 4 (Yuzj + Yuja) ® Ya, talchè la [26] 
coincide addirittura colla [24] che definisce le direzioni canoniche. 
Ne consegue che le direzioni canoniche si identificano colle focali, 
donde da un lato l’interpretazione geometrica delle direzioni cano- 
niche; dall’altro (in base al comportamento rilevato alla fine del pre- 
cedente $) Za proprietà delle direzioni focali di essere sempre reali, in 
generale ben determinate e mutuamente ortogonali e tali di più che, 
nei casi di indeterminazione (in cui ne esistono infinite), se ne pos- 
sono sempre scegliere (in infiniti modi) n —1 mutuamente orto- 
gonali. 

Va rilevato che, trattandosi di congruenze normali, esiste (per 
definizione) una famiglia di superficie 


Î (%,, %23 ...,%,) = così, 


tagliate ortogonalmente dalle rette della congruenza. Queste costitui- 
scono pertanto le normali comuni a tutte le superficie della famiglia. 
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Se si fissa una di codeste superficie, e si associano ad ogni suo punto 
le n — 1 direzioni focali, ne risultano complessivamente definite, sopra 
la superficie, altrettante congruenze di linee mutuamente ortogonali. 
Tali linee si chiamano linee di curvatura, con ovvia generalizzazione 
delle linee così determinate nel caso delle superficie dello spazio ordi- 
nario (n = 3). Data infatti una di tali superficie, diciamo 6, le sue 
normali costituiscono appunto una congruenza normale (in quanto 
tagliano ortogonalmente la o e le sue parallele), e la considerazione 
delle due direzioni focali nei punti di o dà luogo precisamente alla 
definizione abituale delle linee di curvatura come quelle linee di o 
lungo cui le normali costituiscono una rigata sviluppabile. 


Caso generale. — Se la congruenza (n), di cui si tratta, non è 
normale, le direzioni focali, in un punto generico P di un raggio 7, 
sono, come abbiamo visto, distinte (almeno in generale) dalle cano- 
niche, talchè per avere l’interpretazione di queste, converrebbe 
approfondire ulteriormente l’analisi del comportamento dei raggi 
della congruenza infinitamente vicini ad r. 

Per n= 3sihain proposito una teoria classica di KUMMER ('), 
la quale fornisce una interpretazione molto espressiva per le dire- 
zioni canoniche (?), e porta in particolare a riconoscere che le loro 
bisettrici sono tali anche per le direzioni focali (ogni qualvolta que- 
ste sono reali). 

Noi lascieremo la questione a questo punto, limitandoci a se- 
gnalare al lettore la possibilità di interpretazioni analoghe per n >3. 


(1) Cfr. per es. BrancHuI, Lezioni di geometria differenziale, vol. I (3* ediz., Bologna: 
Zanichelli, 1922), Cap. X. 

(2) Cfr. T. Levi- Civita, Sulle. congruenze di curve in Rend. della R. Acc. dei Lincei, 
vol. VIII (1° sem. 1899}, pp. 289 - 246. 
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ERRATA-CORRIGE 


La nota (?) a pag. 122 va rettificata come segue: 

(?) Interessanti conseguenze geometriche, relative specialmente al caso delle super- 
ficie rigate, sono state segnalate dal sig. A. MyLLER in alcune note dei Comptes Rendus. 
Cfr. T. 174 (1922), pp. 997-998; T. 175 (1922), pp. 939-941; T. 176 (1923), pp. 483-485. 
Cfr. altresì la recente nota del sig. O. MavER, Une interprétation géoniétrique de la seconde 


forme quadratique fondamentale d’une surface en relation avec la théorie du parallélisme, 


ibidem, T. 178 (1924), pp. 954-956. 


